
Chapter 1

Rappel d'alg�ebre lin�eaire matricielle

1.1 Introduction

L'alg�ebre lin�eaire num�erique fait partie des connaissances fondamentales que doivent mâitriser les
scienti�ques qui font des calculs: La r�esolution des syst�emes lin�eaires Ax = b ou bien du probl�eme
de valeurs propres Ax = �x est quasiment incontournable dans la pratique de l'ing�enieur .
La recherche en alg�ebre lin�eaire num�erique reste tr�es active car elle d�epend �etroitement de l'�evolution
rapide de l'architecture des ordinateurs. De plus elle pr�esente un intêret �economique imm�ediat pour
les industriels.
La r�esolution des grands syst�emes (lin�eaires et non lin�eaires) est pratique et courante de nos jours,
sp�ecialement en g�enie m�ecanique, g�enie civil, g�enie �electrique et de fa�con g�en�erale dans tous les
domaines o�u l'on s'int�eresse �a la r�esolution num�erique des �equations aux d�eriv�ees partielles. La
r�esolution num�erique de ces �equations conduit �a l'inversion des syst�emes de grande taille.
Dans ce chapitre on va rappeler les notions d'alg�ebre lin�eaire dont on aura besoin pour la r�esolution
des syst�emes lin�eaires.

1.2 Notations et g�en�eralit�es:

Dans tout ce qui suit, on se placera dans l'espace vectoriel E = Kn o�u K repr�esentera suivant le cas
IRou C et n un entier naturel non nul.
La base canonique de E sera toujours not�ee (e1; : : : ; en); le vecteur v de coordonn�ees v1,v2,: : :,vn,i.e.,
v =

Pn
i=1 viei sera repr�esent�e en notation matricielle par un vecteur colonne

v =

0BB@
v1
...

vn

1CCA
1



Le vecteur ligne dont les composantes conjugu�ees des composantes vt est not�e v� = (v1; v2; : : : ; vn).

Une matrice A dont l'�el�ement plac�e sur la i�eme ligne et la j�eme colonne est aij est not�ee A = (aij).
Une matrice dont les seuls �el�ements non nuls sont les aij tel que i=j est dite diagonale et est parfois
not�ee diag(a11; : : : ; ann)

1.2.1 Changement de base:

Soient B et B0 deux bases de E. Soit u un vecteur de E dont les composantes sont repr�esent�ees par
le vecteur X dans la base B et par X 0 dans la base B0.
Si P est la matrice de passage de B0 �a B alors X = PX 0.
Soit f un endomorphisme de E et, B1 = (v1; : : : ; vn) et B0

1 = (w1; : : : ; wn) deux bases de E. La
matrice de f de la base B1 dans la base B0

1 est not�ee MB1;B0
1(f), c'est la matrice dont les vecteurs

colonnes sont form�es des coordonn�ees des vecteurs (f(v1); : : : ; f(vn)) dans la base B0
1.

Si B2 et B
0
2 sont deux nouvelles bases de E et si l'on note:

S =MB1B2

def
= MB1;B2(I)

T =MB0
1B0

2 =MB0
1;B0

2(I)

alors les matrices de l'endomorphisme f de B1 dans B
0
1 et celle de B2 dans B

0
2 v�eri�ent la relation

MB2;B0
2(f) = T�1MB1;B0

1(f)S

Plus g�en�eralement deux matrices A et B telles qu'il existe deux matrices inversibles T et S telles que
B = T�1AS sont dites �equivalentes.
Si de plus S = T elles sont dites semblables.

1.2.2 Produit scalaire, produit hermitien:

Le produit canonique sur E est l'application (:; :) de E � E dans K d�e�nie par :
(u; v) = vtu =

Pn
i=1 uivi si K=R (produit scalaire)

(u; v) = v�u =
Pn

i=1 uivi si K=C (produit hermitien).
Deux vecteurs u et v sont dits orthogonaux si (u; v) = 0.

1.2.3 Matrice transpos�ee et matrice adjointe:

La transpos�ee de la matrice A est not�ee At. (At)ij = aji et A
� d�esigne le conjugu�e de la transpos�ee

de A.
En d'autres termes la matrice adjointe de A est (A�)ij = aji.
Ainsi, si A est une matrice n� n, pour tout (u; v) 2 E � E alors
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(Au; v) = (u;Atv) si K=IR

(Au; v) = (u;A�v) si K=C

Si A est une matrice quelconque alors:

(At)
t
= A. (A�)� = A.

(A +B)t = At +Bt. (A+B)� = A� +B�.
(�A)t = �At. (�A)� = �A� � 2 K.

(AB)t = BtAt. (AB)� = B�A�.

Une matrice A est dite :

� Sym�etrique si elle est �a coeÆcients r�eels et si A = At.

� Hermitienne si A = A�.

� Orthogonale si elle est �a coeÆcients r�eels et si AtA = AAt = I.

� Unitaire si A�A = AA� = I.

� Normale si AA� = A�A.

1.2.4 Valeurs propres, valeurs singuli�eres:

Les valeurs propres d'une matrice A sont des scalaires � 2 K racine du polynôme caract�eristique de
A ,i.e. det (A� �I) = 0.
Un vecteur propre associ�e �a la valeur propre � 2 K est le vecteur u non nul de E tel que :

Au = �u

Le rayon spectrale �(A) de la matrice A est le module de la valeur propre de A de plus grand module:

�(A) = sup
1�i�n

j�ij

Les valeurs singuli�eres de la matrice A sont les racines carr�ees des valeurs propres de A�A (qui sont
toujours r�eelles et positives).

3



th�eor�eme Soit A une matrice d'ordre n. Les valeurs propres de A sont situ�ees dans la r�eunion des
disques suivants:

fjz � aiij � ri =
X

1�j�n;j 6=i

jaijjg

Preuve

1.3 Norme de vecteurs et de matrices:

1.3.1 D�e�nition:

Une norme sur l'espace vectoriel E est une application de E dans R+ not�ee jj:j j v�eri�ant les trois
propri�et�ees suivantes:

� 8x 2 E; jjxj j = 0 () x = 0.

� 8x 2 E; 8� 2 K jj�xj j = j�jjjxj j.
� 8x; y 2 E jjx+ yj j � jjxj j+ jjyj j.

Les trois normes les plus couramment utilis�ees dans la pratique sont les suivantes:

� jjxj j1 =
Pn

i=1 jxij.

� jjxj j2 =
q
(
Pn

i=1 jxij2). (norme euclidienne)

� jjxj j1 = max1�i�n (jxij).
Les deux premiers exemples sont des cas particuliers de la norme jj:j jp d�e�nie pour tout nombre r�eel
p � 1 par:

jjxj jp = (
nX
i=1

jxijp)
1
p

.

4



1.3.2 D�e�nition:

L'ensembleMn(K) des matrices carr�ees d'ordre n sur le corps K est un espace vectoriel de dimension
n2.
Une norme matricielle est, par d�e�nition, une application de Mn(K) dans R+ satisfaisant les trois
propri�et�es des normes vectorielles.

� 8A 2 Mn(k); jjAj j = 0 () A = 0.

� 8A 2 Mn(K); 8� 2 K; jj�Aj j = j�jjjAj j.
� 8A;B 2 Mn(K); jjA+Bj j � jjAj j+ jjBj j.

ainsi que la propri�et�ee suppl�ementaire suivante:

jjABj j � jjAj jjjBj j
La connaissance d'une norme vectorielle sur E permet de construire une norme matricielle surMn(K)
de la mani�ere suivante:

jjAjj = sup
x 6=0

jjAxjj
jjxjj = sup

jjxjj�1
jjAxjj = sup

jjxjj=1
jjAxjj

1.3.3 Norme matricielle et rayon spectrale:

Th�eor�eme:

Soit A une matrice carr�ee quelconque.

1. Si jj:jj est une norme matricielle quelconque :

jjAjj � �(A)

2. 8� > 0, 9 une norme (qui peut d�ependre de � et de A) telle que jjAjj � �(A) + �.

3. Si A est une matrice normale, alors:

jjAjj2 = sup
x6=0

jjAxjj2
jjxjj2 =

q
�(AA�) = �(A)
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Preuve
. Soit � une valeur propre de A et v un vecteur propre associ�e :

Av = �v => j�jjjvjj = jjAvjj � jjAjjjjvjj
soit pour toute valeur propre � de la matrice A; j�j � jjAjj donc �(A) � jjAjj
Remarque :
Toute matrice A peut s'ecrire sous la forme A=QTQ*, o�u Q est une matrice unitaire et T une matrice
triangulaire sup�erieure dont la diagonale est form�ee des valeurs propres de la matrice A

T =

0BBBBBBBB@

�1 : : : : :
�2 :

:
:
:
�n

1CCCCCCCCA
Soit Æ un nombre r�eel strictement positif, et soit D 2 IRn�n la matrice diagonale

D =

0BBBBBBBB@

Æ 0 0
0 Æ2

:
:
:

0 0 Æn

1CCCCCCCCA
On v�eri�e que

(QD)�1A(QD) = D�1TD =

0BBBBBBBB@

�1 ÆT1;2 Æ2T1;3 ::: ::: Æn�1T1;n
�2 ÆT2;3 Æn�2T2;n

:
Æ2Tn�2;n
ÆTn�1;n
�n

1CCCCCCCCA
Pour toute matrice A et tout r�eel " donn�e, on peut trouver Æ 2 IR tel que

maxi<j
���Æj�iTi;j��� < "=n
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Alors la norme matricielle (d�epend de A et ") d�e�nie pour toute matrice B par

kBkA;" =



(QD)�1B(QD)





1

v�eri�e l'in�egalit�e

kAkA;" � maxi j�ij+ "

Par ailleurs, cette norme matricielle subodonn�ee �a la norme vectorielle

v 7!



(QD)�1v





1

car 


(QD)�1B(QD)




1
= maxy 6=0

k(QD)�1B(QD)yk1
kyk1

= maxx6=0
k(QD)�1Bxk1
k(QD)�1xk1

pour un r�eel " > 0 donn�e, on a associ�e �a la matrice A une norme matricielle qui v�eri�e

kAk � " � �(A)

On a �(A) � kAk2; de plus par d�e�nition

kAk2 = maxx6=0
kAxk2
kxk2

= maxx6=0(
(Ax;Ax)

(x; x)
)
1
2 = maxx6=0(

(A�Ax; x)

(x; x)
)
1
2 = �

1
2 (A�A)

En e�et A�A est une matrice hermitienne, qui admet une base de vecteurs
propres orthogonaux fv1; v2; :::; vng , en rangeant les valeurs propres associ�ees �i(A

�A) 2 IR+

�n(A
�A) � �n�1(A

�A) � ::: � �2(A
�A) � �1(A

�A)

on obtient pour tout vecteur u 2 E

u =
Xn

i=1
�ivi et A�Au =

Xn

i=1
�i�i(A

�A)vi

Ainsi

(Au;Au)

(u; u)
=

Pn
i=1 j�ij2 j�i(A�A)j (vi; vi)Pn

i=1 j�2
i j (vi; vi)

� maxi�i(A
�A) = �(A�A)

Dans le cas d'une matrice A hermitienne (A = A�), on �ecrit de même
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(Au;Au)

(u; u)
=
Xn

i=1
j�ij2 j�i(A)j2 (vi; vi)=

Xn

i=1

����2
i

��� (vi; vi) � maxi j�i(A)j2 = �2(A)

On vient de rappeler que pour toute matrice A, la matrice A�A est hermitienne, et ses valeurs propres
�(A�A) sont r�eelles positives.

1.4 Condionnement d'un syst�eme lin�eaire:

Consid�erons l'exemple suivant:
soit:

A =

0BBB@
10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10

1CCCA et b =

0BBB@
32
23
33
31

1CCCA La solution de Ax = b est x =

0BBB@
1
1
1
1

1CCCA.

�Etudions maintenant le syst�eme l�eg�erement perturb�e suivant: Ay = b0 avec b0 =

0BBB@
32:01
22:99
33:01
30:99

1CCCA.

La solution de ce syst�eme est y =

0BBB@
1:82
�0:36
1:35
0:79

1CCCA.
�A une perturbation relative du second membre de 0.01, correspond une perturbation relative de
l'ordre de 1 sur la solution.
De même une l�eg�ere perturbation de la matrice A peut entrâiner des variations consid�rables de la
solution A0z = b

o�u A0 =

0BBB@
10 7 8:1 7:2
7:08 5:04 6 5
8 5:91 9:89 9

6:99 4:99 9 9:98

1CCCA
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a pour solution z =

0BBB@
�81
137
�34
22

1CCCA.

tout ceci peut parâitre tr�es �etrange, d'autant plus que Ax = b semble tout �a fait ino�ensif.
Ceci est tr�es g�enant lorsqu'on s'int�eresse �a la r�esolution num�erique de ce syst�eme : si chaque erreur
d'arrondi faite par un ordinateur lors de l'�ecriture d'un syst�eme lin�eaire est susceptible d'être ampli��ee
200 fois, on imagine que le r�esultat fourni apr�es même un tr�es faible nombre d'inversions de syst�emes
de ce genre risque de n'avoir aucun rapport avec le r�esultat exacte .
Il faut donc être capable de pr�evoir �a priori de combien une erreur sur les coeÆcients du syst�eme
peut être ampli��ee.
On introduit alors la notion de conditionnement d'une matrice inversible .

1.4.1 D�e�nition:

Soit jj:j j une norme matricielle subordonn�ee.
On appelle conditionnement de la matrice inversible A (relativement �a cette norme ), le r�eel

�(A) = jjAj j
���jA�1

��� j
La connaissance de �(A) fournit une majoration des perturbations relatives des solutions de l'�equation
Ax = b en fonction de la perturbation relative du second membre.

1.4.2 Th�eor�eme:

Soit A une matrice inversible. Soient x et x+�x les solutions des deux syst�emes lin�eaires Ax = b et
Ax = b+�b.
On a la majoration suivante:

jj�xj j
jjxj j � �(A)

jj�bj j
jjbj j

Preuve:

(
Ax = b
A(x +�x) = b+�b
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) A�x = �b) �x = A�1�b Donc

jj�xj j =
���jA�1�b

��� j � ���jA�1
��� jjj�bj j

D'autre part
jjbj j � jjAj jjjxj j

Et donc

1

jjxjj �
jjAjj
jjbjj )

jj�xjj
jjxjj � jjAjjjjA

�1jj jj�bjjjjbjj = �(A)
jj�bjj
jjbjj

1.4.3 Th�eor�eme:

Soit A une matrice inversible.
Soient x et x+�x deux solutions des syst�emes lin�eaires Ay = b et (A+�A)y = b. On a la majoration
suivante:

jj�xj j
jj�x+ xj j � �(A)

jj�Aj j
jjAj j

Preuve:

Ax = b
= (A+�A)(x +�x)
= Ax + A�x +�A(x +�x)
) A�x +�A(x +�x) = 0:
) �x = �A�1�A(x +�x):
) jj�xj j � jjA�1j jjj�Aj jjj�x + xj j:
) jj�xjj

jjx+�xjj
� jjA�1j jjj�Aj j = �(A) jj�Ajj

jjAjj

1.4.4 Th�eor�eme:

Soit A une matrice inversible.
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� �(A) � 1. �(A) = �(A�1).

�(�A) = �(A) 8� 2 R�. �2(A) =
�+(A)
��(A)

.
O�u �+ et �� sont r�espectivement la plus grande

et la plus petite valeur singuli�ere de la matrice A.

� Si A est normale:
�2(A) =

j�+(A)j
j��(A)j

.

O�u �+(A) et ��(A) sont r�espectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de la
matrice A.

� Si A est unitaire ou orthogonale:
�2(A) = 1.

� Si U est une matrice unitaire:
�2(A) = �2(AU) = �2(UA) = �2(U

�AU).

Preuve:

� Les trois premi�eres propri�et�ees sont �evidentes.

� �2(A) = jjAj j2jjA�1j j2.
jjAj j22 = �(A�A) = �+

2(A).

jjA�1j j22 = �(A�1(A�1)�) = maxi j�i(A�1(A�1)�)j = maxi
����i2(A�1)

���
= maxi

��� 1
�i

2(A)

��� = 1

minij�i2(A)j =
1

��
2(A)

.

donc �2(A) =
�+(A)
��(A)

.

� A normale) A�1 normale.

�2(A) = �(A)�(A�1) = j�+(A)j
j��(A)j

.

� Si A est unitaire, toutes les valeurs propres sont de module �egal �a 1.
Donc �2(A) = 1.

� U unitaire, la norme matricielle est invariante par transformation unitaire,
donc jjAj j2 = jjAU j j2.
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Chapter 2

R�esolution des syst�emes lin�eaires

Soit le syst�eme Ax = b o�u A est une matrice carr�ee n� n inversible �a coeÆcients dans K.
Le but de ce chapitre est l'�etude des m�ethodes pratiques de r�esolution d'un tel syst�eme (pour n grand).
On dispose de deux types de m�ethodes:

� Les m�ethodes directes: x est obtenu exactement au bout d'un nombre �ni d'op�erations.

� Les m�ethodes it�eratives: x est obtenu comme la limite d'une suite in�nie convergente, (i.e.
x = limm!1 xm).

2.1 M�ethodes directes:

2.1.1 M�ethode de Gauss:

Exemple:
Soit �a r�esoudre le syst�eme:

(S)

8><>:
2x + 3y + z = 5 (11)
5x� y + z = 9 (21)

1
2
x + 4y + 3z = �1 (31)

1. On �elimine x dans les �equations (21) et (31) par combinaison lin�eaire avec l'�equation (11).

(21)� 5
2
(11) () (�1� 15

2
)y + (1� 5

2
)z = 9� 25

2

() �17
2
y � 3

2
z = �7

2
:

(31)� 1
2

2
(11) () (4� 3

4
)y + (3� 1

4
z = �1� 5

4

() 13
4
y + 11

4
z = �9

4
:
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Le syst�eme (S) devient:

8><>:
2x + 3y + z = 5 (12)
�17

2
y � 3

2
z = �7

2
(22)

13
4
y + 11

4
z = �9

4
(32)

2. On �elimine y dans l'�equation (32).

(32)� 13
4

�17
2

(22) () 148
68
z = �244

68
.

En�n le syst�eme (S) s'�ecrit:

8><>:
2x+ 3y + z = 5

0� 17
2
y � 3

2
z = �7

2

0 + 0 + 148
68
z = �244

68

3. La d�erni�ere �equation donne z, l'�equation (22) donne y puis l'�equation (12) donne x.

2.1.2 Description de la m�ethode de Gauss:

La m�ethode de Gauss se fait en deux �etapes:
La premi�ere ( les points 1 et 2 dans l'exemple ) est la triangulation du syst�eme, la deuxi�eme ( le
point 3 de l'exemple ) est la r�esolution du syst�eme triangulaire.

1. Triangulation:
La m�ethode de Gauss ram�ene la r�esolution de Ax = b �a la r�esolution d'un syst�eme dont la
matrice est triangulaire. Pour cela, on cherche une matrice inversible L telle que LA soit tri-
angulaire, alors:

Ax = b () LAx = Lb

En pratique, on d�etermine L comme produit de matrices �el�ementaires
L = Ln�1Ln�2 : : : L2L1. avec:
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L1 =

0BBBB@
1 0 0 : : : 0
l21 1 0 : : : 0
...

...
...

. . .
...

ln1 0 0 : : : 1

1CCCCA ; L2 =

0BBBBBBB@

1 0 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0
0 l32 1 : : : 0
...

...
...

. . .
...

0 ln2 0 : : : 1

1CCCCCCCA ...

:::; Ln�1 =

0BBBBB@
1 0 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0
...

...
...

. . .
...

0 0
... lnn�1 1

1CCCCCA

Ces matrices sont triangulaires inf�erieures de Det �egale �a 1.
Nous supposons que a11 de la matrice A est non nul.

La 1 �ere �etape de la m�ethode de Gauss consiste �a multiplier A = A(1) par la matrice L(1).
Avec

l21 = �a21
a11

; l31 = �a31
a11

; : : : ; ln1 = �an1
a11

On obtient une matrice A(2) = L(1)A(1).

A(2) =

0BBBB@
a11 a12 : : : a1n
0 a22

(2) : : : a2n
(2)

...
...

. . .
...

0 an2
(2) : : : ann

(2)

1CCCCA

Supposons que a22
(2) est non nul, la 2 �eme �etape consiste �a multiplier A(2) par L(2).

A(3) = L(2)A(2) =

0BBBBBBB@

a11 a12 a13 : : : a1n
0 a22

(2) a23
(2) : : : a2n

(2)

0 0 a33
(3) : : : a3n

(3)

...
...

...
. . .

...
0 0 an3

(3) : : : ann
(3)

1CCCCCCCA
14



Le processus se poursuit et on obtient �a la �n de la (n� 1) �eme �etape une matrice A(n).

A(n) = L(n�1)L(n�2) : : : L(1)A(1) =

0BBBBBBB@

a11 a12 a13 : : : a1n
0 a22

(2) a23
(2) : : : a2n

(2)

0 0 a33
(3) : : : a3n

(3)

...
...

...
. . .

...
0 0 0 : : : ann

(n)

1CCCCCCCA

et :
L = L(n�1)L(n�2) : : : L(1)

Les matrices L(n�1), : : :, L(1) sont inversibles donc L est inversible.

Ax = b () LAx = Lb () A(n)x = b(n)

2. R�esolution du Syst�eme Triangulaire:

8>>>>><>>>>>:

a11x1 + a12x2 + : : :+ a1nxn = b1
0 + a22

(2)x2 + : : :+ a2n
(2)xn = b2

(2)

...

0 + : : :+ 0 + ann
(n)xn = bn

(n)

Ce qui se fait en remontant:

xn =
bn

(n)

ann(n)
.

xi =
1

aii(i)
(bi

(i) �Pn
j=i+1 aij

(i)xj) pour i = n� 1, : : :, 1.

On note akk
(k) le Pivot de Gauss.

� Cas d'un Pivot nul:
Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e, la proc�edure ne peut continuer que si le Pivot akk

(k) est
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non nul. Plus exactement, le processus se poursuit si parmis tous les aik
(k) pour i = k, . . . , n,

il y en a un non nul qui puisse servir de pivot apr�es �echange de l'ordre des �equations restantes

Exemple :

8>>><>>>:
x + y + z + t = 2
x + y + 2z � 4t = �1
x� y � 1

2
z + 2t = 1

2x+ y � 1
2
t = 3

a11 = 1 6= 0, la premi�ere op�eration donne

8>>><>>>:
x + y + z + t = 2
0 + z � 5t = �3
�2y � 3

2
z + t = �1

�y + 2z � 5
2
t = �1

a
(1)
22 = 0 mais a

(2)
32 = �2 6= 0 et on peut �eliminer y de la derni�ere �equation et permuter

la 2�eme et la troisi�eme �equation, ce qui donne :

8>>><>>>:
x + y + z + t = 2
0� 2y � 3

2
z + t = �1

0 0 z � 5t = �3
0 0 � 1

4
z � 3t = �1

2

Changement de pivot :

Si apr�es la (k � 1)�eme �etape a
(k)
kk = 0, A(k) est inversible, puisque A(k) poss�ede des 0 sous la

diagonale dans les (k � 1) premi�eres colonnes, il existe j(j > k) telque a
(k)
jk 6= 0 on �echange

alors les lignes j et k.
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Autrement dit, on pose :

A(k+1) = L(k)P(j;k)A(k) o�u
P(j;k) est la matrice de permutation

(j;k)X
=

0BBBBBBBBBBB@

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
: : : 1 : : :

::: 1 0 0 0 0
::: 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCA

la matrice
P(j;k) est inversible de det -1

Strat�egie des pivots :

Il est pr�eferable même lorsque le pivot n'est pas nul de choisir un pivot aussi grand que possible
en valeur absolue (a�n d'attenuer l'importance des erreurs d'arrondi).

Donc, �a la ki�eme �etape du calcul on am�ene en position pivot (c'est �a dire l'intersection de la

ki�eme ligne et la ki�eme colonne) le terme a
(k)
jk de module maximum, tel que :

���a(k)ik

��� � ���a(k)ik

��� pouri � k

S'il existe plusieurs indices j tels que
���a(k)jk

��� soit le plus grand de
���a(k)ik

��� (i � k) on prend le
plus petit de ces indices i. on �echange alors les lignes i et k.

Traitement du second membre :

Les �elements de b doivent subir les mêmes combinaisons que les lignes de la matrice.

Conclusion :

Une fois l'�echange des lignes �e�ectu�e, on obtient A(k+1) par les formules :

ak+1ij = akij � ak
ik

ak
kk

akkj si k + 1 � i � n et k + 1 � j � n

17



b
(k+1)
i = b

(k)
i � a

(k)
ik

a
(k)
kk

: b
(k)
k

ak+1ij = a
(k)
ij ; b

(k+1)
i = b

(k)
i si 1 � i � k et 1 � j � k

ak+1ij = 0 si k + 1 � i � n et 1� j � k

Nombre d'op�etations

�a la ki�eme �etape, nous devons calculer (n� k + 1)(n� k) termes, et le calcul de chaque terme
n�ecessite 3 op�erations (1 soustracion, 1 multiplication, 1 division). Le nombre total d'op�eration
est donc :

3
(n�1)X
k=1

(n� k + 1)(n� k) = 3(
(n�1)X
k=1

(n� k)2 +
(n�1)X
k=1

(n� k)

= 3(
n(n� 1)(2n� 1)

6
+

3n(n� 1)

6
)

= n(n� 1)(n+
1

2
)

Il faut compter en plus la r�esolution du syst�eme triangulaire, ce qui demande n2 op�erations.

Le nombre total d'op�erations est de l'ordre de n3, pour n grand.

Comparaison avec la formule de Cramer :

Dans la formule de Cramer, chaque inconnue est calcul�ee comme un quotient de 2 d�eterminants
de matrices n�n(*) un tel d�eterminant est une somme de n! termes dont chacun est le produit
n coeÆcients. Il y a en tout (n + 1) d�eterminant �a calculer, donc n(n + 1):n! op�erations �a
e�ectuer.

(*)

"
xi = det(Axi)= det(A)
det(A) =

P
�2Sn"(�)�

n
i=1ai�(i)

avec "(�) est la signature de la permutation �

Si n est grand la formule de Stirling donne n! � (n
e
)n
p
2�n. Donc la r�esolution du syst�eme

par la formule de Cramer n�ecessite nn+2e�n
p
2�n op�erations, ce qui est tr�es grand que celui

n�ecessit�e par la m�ethode de Gauss.
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Exemple : Pour n = 100 en utilisant un ordinateur qui fait 108op=s

nb d'op�eration temps
Gauss 6; 6:105 10�2s
Cramer 10161 10153s

2.1.3 D�ecomposition de la forme : A = L:U

Lorsqu'on r�esoud le syst�eme Ax = b par la m�ethode de Gauss sans permutation de lignes, c'est
�a dire lorsque tous les pivots sont non nuls on �ecrit :

L(n�1)::::L(1)Ax = L(n�1)::::L(1)b

A(n)x = L(n�1):::L(1)A

o�u A(n) est triangulaire sup�erieure

on pose
L = L(n�1):::L(1)

on a
A = L�1A(n)

L �etant un produit de matrices triangulaires inferieures, est aussi triangulaire inferieure. L�1

l'est aussi.

A(n) est triangulaire sup�erieure. Dans ce cas, on a donc

A = L�1A(n)

o�u L�1 est triangulaire inferieure et A(n) est triangulaire sup�erieure.

D�e�nition :

Soit A une matrice carr�ee d'ordre n. on dit que A admet une d�ecomposition du type A = L:U .
S'il existe une matrice L triangulaire inf�erieure et une matrice U triangulaire sup�erieure telles
que A = L:U

D�e�nition :
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Soit A une matrice d'ordre n, soit p inf�erieure ou �egale �a n, on appelle mineur fondamental
d'ordre p de A, le d�eterminant de Ap ou Ap = (aij)1�i:j�p

Proposition : Soit A une matrice d'ordre n, non singuli�ere. Alors A admet une d�ecomposition
du type A = L:U si et seulement si les mineurs fondamentaux de A sont non nuls. Dans ce
cas la d�ecomposition est unique si on impose la valeur de L ou U sur la diagonale.

Preuve :

1) Condition n�ecessaire

(
det A 6= 0
A = L:U

det A 6= 0) det L: detU 6= 0)
(

det L 6= 0
det U 6= 0

aij =
P

k=1;:::;nLikUkj

aij =
P

k=1;:::;iLikUkj puisque L est triangulaire inf�erieure

Soit p: 1 � p � n. Alors si i et j sont � p on a

aij =
X

k=1;:::;p

LikUkj

et donc
Ap = Lp:Up

det Ap = detLp: detUp = (�i=1;:::;pLii)(�i=1;:::;pUii)

(
det L 6= 0 ) det Lp 6= 0
det U 6= 0 ) det Up 6= 0

)
) det Ap 6= 0

2) Condition suÆsante :

On suppose que c'est v�eri��e jusqu'�a l'ordre n�1. Soit A une matrice d'ordre n, non singuli�ere,
dont les mineurs fondamentaux sont non nuls.
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A =

 
An�1 d
c ann

!

Les mineurs feondamentaux de A sont non nuls, donc les mineurs fondamentaux de An�1 sont
non nuls. d'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence An�1 admet une d�ecomposition du type

An�1 = Ln�1:Un�1

On cherche alors une d�ecomposition A = L:U avec

L =

 
Ln�1 0
x lnn

!
etU =

 
Un�1 y
0 unn

!

On proc�ede par identi�cation de bloc ce qui donne

8>>><>>>:
An�1 = Ln�1Un�1

c = x:Un�1

d = Ln�1y
ann = xy + lnnunn

Ln�1 et Un�1sont inversibles donc :

on obtient x et y par la deuxi�eme et la troisi�eme �equation, puis la quatr�eme �equation donne
lnn et unn non uniques.

Si on �xe la valeur de lnn, on obtient unn de mani�ere unique.

Remarque :

Lorsque A=L.U on a .

Ax = b,
(
Ly = b
Ux = y
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2.1.4 M�ethode de Scholeski

Cette m�ethode ne s'adresse qu'�a des matrices sym�etriques d�e�nies positives.

Lemme :

Si A est sym�etrique, d�e�nie positive, il existe une matrice S = (Sij) r�eelle triangulaire sup�erieure
telle que : A = StS et Sii > 0 (i = 1; :::; n)

Preuve :

Raisonnons par r�ecurrence sur l'ordre n de la matrice A.

- Pour n=1, le lemme est �evident.

- Supposons la proposition vraie jusqu'�a l'ordre (n�1) et �ecrivons la matrice A (qui est suppos�ee
sym�etrique) sous la forme :

A =

 
An�1 c
ct ann

!

Puisque A est sym�etrique, d�e�nie positive dans IRn, An�1 est sym�etrique d�e�nie positive
dans IRn�1; par hypoth�ese de r�ecurrence il existe une matrice Sn�1 triangulaire sup�erieure,
d'ordre (n� 1), telleque:

An�1 = St
n�1:Sn�1

Posons :

Sn =

 
Sn�1 z
0 Snn

!

Nous avons

ST
n :Sn =

 
ST
n�1Sn�1 ST

n�1z
zTSn�1 zT :z + S2

nn

!

Cherchons �a identi�er ST
n :Sn �a la matrice A:

c = ST
n�1:z et ann = zT :z + S2

nn

Nous devons donc prendre z = (ST
n�1)

�1:c et montrons qu'alors ann � zT :z > 0
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Soit Snn l'une des racines carr�es de (ann � zT :z) (qui, �a priori, peuvent être imaginaires)

par hypoth�ese : Snn =

 
Sn�1 z
0 Snn

!
et nous voulons avoir A = ST

n :Sn

alors detA = (detSn)
2 = (det(Sn�1))

2:S2
nn

puisque A est d�e�nie positive : detA > 0, donc ann � zT :z = S2
nn > 0 et Snn r�eel.

Nous choisissons alors pour Snn =
p
ann � zT :z

le lemme est d�emontr�e, avec Sn = S

D�eterminons la matrice S =

0B@ S11 : : S1n

0 Snn

1CA
Identi�ons A et ST .S

8 i et j; aij = Pn
k=1Ski:Skj il suÆt d'�etudier les termes aij tels que i � j

- Si i = j = 1 : a11 = S2
11 , S11 =

p
a11

- Si i = 1 , j > 1 : a1j = S11S1j; donc S1j =
a1j
S11

- Si i > 1; j = i : aii =
Pi

k=1S
2
ki Sii =

q
aii �Pi�1

k=1S
2
ki

- Si i > 1, i < n et i < j � n; Sij = [aij �Pi�1
k=1SkiSkj]=Sii

Nombre d'op�erations:

- Multiplications :
Pn

i=2(i� 1)(n� i+ 1) = n(n2�1)
6

� n3

6

- Division :
Pn

i=1(n� i) = n(n�1)
2

- Addition :
Pn

i=1(n� i+ 1) = n(n�1)
2

2.1.5 M�ethode de Givens

Pr�esentation de la m�ethode

Consid�erons une matrice (n� n) de la forme :
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Q(�) =

0B@ cos(�) sin(�) 0
�sin(�) cos(�) 0

0 ::: In�2

1CA

Q(�) est la matrice de rotation d'angle � dans le plan (x3 = ::: = xn = 0)

La matrice Q(�) est orthogonale, et detQ(�) = 1

si C est matrice (n; q) (q 2 IN) et si C 0 = Q(�)C

soient Li (1 � i � n) les lignes de C, L0i (1 � i � n) les lignes de C 0:

L01 = cos �L1 + sin �L2

L02 = � sin �L1 + cos �L2

L
0

i = Li i 6= 1 ; i 6= 2

consid�erons la matrice :

A =

 
a11:::ann
an1:::ann

!

On cherche �a mener des 0 sous la diagonale de A, et d'abord dans la premi�ere colonne, en
multipliant �a gauche la matrice A par des matrices convenables

- si a11 = a21 = 0 : on passe �a la troisi�eme

- si a11et a21 ne sont pas simultan�ement nuls

posons :

Q(1;1) =

0BBB@
cos(�) sin(�) 0
�sin(�) cos(�) 0

0 In�2

1CCCA
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avec
cos � =

a11q
a211 + a221

; sin � =
a21q

a211 + a221

alors A(2;1) = Q(1;1)A poss�ede un z�ero �a la place de a21:

A(2;1) =

0BBBB@
a
(2;1)
11 :::::: a

(2;1)
1n

0 a
(2;1)
22 :::: a

(2;1)
2n

a31 a32 a33 :::: a3n
an1 ::::::::::::::: ann

1CCCCA

Pour faire apparaître un z�ero �a la place de a31(s'il n'y en a pas d�ej�a un), posons :

Q(2;1) =

0BBB@
cos � 0 sin �
0 1 0
� sin � 0 cos �

0 In�3

1CCCA

avec

cos � =
a
(2;1)
11q

(a
(2;1)
11 )2 + a231

; sin � =
a31q

(a
(2;1)
11 )2 + a231

et

A(3;1) = Q(2;1)A(2;1)

Le processus se poursuit jusqu'�a la derni�ere ligne.

Nous obtenons :

A(n;1) = Q(n�1;1):::Q(2;1)Q(1;1)A;

o�u A(n;1) poss�ede des z�eros sous sa diagonale en premi�ere colonne, et o�u les matrices Q(k;1)

sont orthogonales de determinant 1.
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On passe ensuite �a la deuxi�eme colonne o�u l'on fait apparaître des z�eros sous la diagonale en
multipliant A(n;1) �a gauche par des matrices de rotation de la forme :

0BBBBBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0
0 cos(�) 0 sin(�) 0 0
: 0 1 0 : : 0
: : 0 1 0 : 0
0 �sin(�) 0 cos(�) 0 0
: : : : 0 1 0
: : : : : 0 1

1CCCCCCCCCCCA

Le processus se poursuit, colonne par colonne, jusqu'�a obtention d'une matrice A(n;n) triangu-
laire sup�erieure.

A(n;n) = Q:A

o�u Q est un produit de matrices de rotation :

Q = �n�1
j=1�

n
i=j+1Q

(i;j)
(�)

La matrice Q est orthogonale, detQ = 1

Exercice

Ecrire l'algorithme de cette m�ethode puis calculer le nombre d'op�eration n�ecessaire pour r�esoudre
un syst�eme lin�eaire de dimension n.

2.1.6 M�ethode de Haush�older

Il s'agit encore de faire apparaître des z�eros sous la diagonale, d'abord en premi�ere colonne,
puis en seconde colonne, etc,..., jusqu'�a la (n� 1)i�eme colonne.

Dans une premi�ere �etape on cherche une matrice B(1) telle que :

B(1)A
(1)
:1
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soit parall�ele �a

e1 =

0BBBBBB@
1
0
:
:
0

1CCCCCCA

On note A
(1)
:1 la premi�ere colonne de A(1) = A:

Lemme 1 :

Soit u 2 IRn ; kuk =
qP

u2i = 1 la matrice H = I � 2uuT est orthogonale et elle repr�esente la
sym�etrie par rapport �a l'yperplan P , orthogonal �a u.

Preuve

On a H est sym�etrique : HT = (I � 2uuT )T = H

HT :H = (I � 2uuT )(I � 2uuT )

= I � 2uuT � 2uuT + 4uuT :u:uT

= I

Donc H est orthogonale

8 x 2 IRn; Hx = x� 2u:(uT :x)

Et uTx est en fait le produit scalaire < u; x >: la composante de x suivant u est chang�ee de
signe (multipli�ee par -1). La composante suivant P est inchang�ee.

Lemme 2

Soit a 2 IRn;non parall�ele �a e1il existe u 2 IRn;il existe � 2 IR, tels que

Ha = �e1 avec H = I � 2uuT

Preuve

On a kHak = k�e1k = j�j
H est orthogonale ) kHak = kak
On prend donc � = �kak
Posons � = uT :a

a� 2uuTa = �e1 ) at:a� 2aTuuTa = �aT e1

) kak2 � 2�2 = �kak a1 (aveca1 = aT e1)
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) �2 = kak2�kaka1
2

= kak(kak�a1)
2

V�eri�ons que kak(kak�a1)
2

� 0

a n'est pas parall�ele �a e1 : 9 i 6= 1 tel que aT ei 6= 0

�a1 � ja1j < kak
Donc 8>><>>:

� = �
q

kak(kak�a1
2

et
u 6= 0

Ha = �e1 , a� 2u� = �e1

Donc u = a��e1
2�

La premi�ere �etape du calcul consiste �a former

A2 = H(1)A1

o�u H(1) est la matrice de sym�etrie donn�ee par le Lemme 2 avec a = A
(1)
:1 ; la premi�ere colonne

de A .

A(2) = H(1)A(1) =

0BB@
�



A(1)

:1




 A
(2)
12

0 A
(2)
n�1;n�1

1CCA = (I � 2uuT )A(1)

On applique la même technique �a la matrice A
(2)
n�1;n�1 pour faire apparaître des 0 sous la diag-

onale dans la deuxi�eme colonne. Le processus se poursuit jusqu'�a triangulation de la matrice
A.

Exercice

Ecrire un programme pour r�esoudre un syst�eme lin�eaire Ax = b par la m�ethode de Housh�older.
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2.1.7 M�ethodes It�eratives :

Introduction :

R�esoudre le syst�eme lin�eaire Ax = b par une m�ethode it�erative c'est construire une suite de
vecteurs x(m) telle que limm!+1x

(m) = x et Ax = b.

Pratiquement on arrêtera �evidement les calculs d�es que l'on aura atteint la pr�ecision d�esir�ee
(ou impos�ee par la machine)

Toutes les m�ethodes it�eratives classiques sont du type :

x(m+1) = Bx(m) + c (1)

o�u B est une matrice carr�ee (n,n) et c 2 IRn ou Cn.
Ces m�ethodes se construisent toutes de la mani�ere suivante :

on pose A = M �N

o�u M est inversible et, en pratique, facile �a inverser (en particulier matrices diagonales ou
triangulaires).

On d�etermine la suite x(m) par la relation de r�ecurrence :

Mx(m+1) = Nx(m) + b

c'est-�a-dire

x(m+1) =M�1Nx(m) +M�1b

donc x(m+1) = Bx(m) + c avec

(
B =M�1N
c = M�1b

Convergence des m�ethodes it�eratives :

Cherchons �a quelles conditions sur B et c la suite x(m) d�e�nit par la relation (1) soit conver-
gente.

On appelle x solution exacte : x = A�1b
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x = Bx + (I � B)x

d'ou

x = Bx+ (I � B)A�1b

x(m+1) = Bx(m) + c

Retranchons membre �a membre ces deux �egalit�es :

x(m+1) � x = B(x(m) � x) + [c� (I �B)A�1b]

D�e�nition :

On dit que la m�ethode (1) est consistante si, lorsque la limite de la suite x(m) existe, cette limite
est la solution x.

Supposons que x(m) converge , soit y = limm+1x
(m) alors y� x = B(y� x)+ [c� (I �B)A�1b]

pour que la m�ethode (1) soit consistante, il faut et il suÆt que :

(I �B)(y � x) = c� (I � B)A�1b) y � x = 0

donc (1) consistante si et seulement si

8><>:
c = (I �B)A�1b

I � B estinversible

D�e�nition :

Une m�ethode it�erative est dite convergente si quelque soit le choix de vecteur initial x(0),

limm!1x
(m) = A�1b = x
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Lemme :

On suppose que la m�ethode (1), associ�ee �a B et c est consistante. Alors cette m�ethode est
convergente si, et seulement si : limm!1B

(m) = 0

Preuve :

Puisque la m�ethode est consistante : c = (I � B)A�1b et 8m; x(m+1) � x = B(x(m) � x), par
r�ecurrence, on obtient :

x(m) � x = B(m)(x(0) � x)

la m�ethode est convergente si et seulement si :

B(m)(x(0) � x)! 0; 8x(0)

c'est-�a-dire si et seulement si : Bmz ! 0 quand m! +1 8z
ceci est �equivalent �a Bn ! 0 quand m! +1
En e�et, si Bm ! 0; 8z kBmzk � kBmk : kzk ) Bmz ! 0

R�eciproquement : si 8z, Bmz!m!10 , alors prenons successivement par z les valeurs

de la base canonique ej(j = 1; :::; n)

Bmej ! 0 et Bmej est le j
i�eme vecteur colonne de Bm , donc Bm ! 0

Proposition

Soit B une matrice (n; n); alors :limm!1B
(m) = 0, �(B) < 1

a) Condition suÆsante :

si �(B) < 1 : 9� > 0 telque �(B) + � < 1 alors d'apr�es le th�eor�eme cit�e, il existe

une norme k:k telle que : kBk � �(B) + � < 1 d'ou kBkm!m!+10

comme 0 � kBmk � kBkm, on a kBmk ! 0

b) Condition n�ecessaire :

Supposons que �(B) � 1. Alors B poss�ede au moins une valeur propre �,

de module :j�j � 1, soit x un vecteur propre de B correspondant �a �:

Bx = �x, d'o�u Bmx = �mx 8m
le vecteur x est non nul et j�mj tend vers 1 ou +1 quand m ! +1, donc Bmx ne tend pas
vers 0 et Bm ne tend pas vers 0:
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2.1.8 Principales m�ethodes it�eratives :

Nous allons voir trois m�ethodes applicables dans le cas o�u tous les �elements de la diagonale de
A sont non nuls.

a) M�ethode de Jacobi

On pose pour cette m�ethode :

M = D ;N = E + F avec D = (dij) est diagonale

(
dii = aii si i = j
dij = 0 si i 6= j

E = (eij) est strictement triangulaire inf�erieure

(
eij = 0 si i � j
eij = �aij si i > j

F = (fij) est strictement triangulaire sup�erieure

(
fij = 0 si i � j
fij = �aij si i < j

on a : Dx(m+1) = (E + F )x(m) + b

D est inversible puisque tous les aii sont non nuls.

Soit

xm+1
i = �X

j 6=i

aij
aii

x
(m)
j +

bi
aii

8i 1 � i � n

Par la m�ethode de Jacobi, on obtient les composantes de x(m+1) �a partir de celles de x(m).

On appelle B =M�1N la matrice de l'it�eration :

Soit B = D�1(E + F )

b) M�ethode de Gauss-Seidel
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On pose ici M = D � E, N = F et on �ecrit la formule de r�ecurrence :

(D � E)xm+1 = Fx(m) + b

Soit Xi

j=1
aijx

m+1
j = �Xn

j=i+1
aijx

m
j + bj 8 i 1 � i � n

aiix
m+1
i = �

i�1X
j=1

aijx
m+1
j �

nX
j=i+1

aijx
(m)
j + bj

x
(m+1)
i = �

i�1X
j=1

aij
aii

x
(m+1)
j �

nX
j=i+1

aij
aii

x
(m)
j +

bi
aii
8 i 1 � i � n

Remarque:

Dans la m�ethode de Jacobi, la i�eme composante de x(m+1) est calcul�ee en fonction des (n-1)
composantes de x(m) qui doivent donc être conserv�ees en m�emoire jusqu'au calcul de x(m+1)

n .
Par contre la m�ethode de Gauss -Seidel donne la i�eme composante de x(m+1) en fonction des
(i� 1) premi�eres composantes de x(m+1) et des (n-i-1) d�erni�eres composantes de x(m). Elle ne
necessite pas la conservation en m�emoire des autres coposantes de x(m), ce qui est un avantage
importantsur la m�ethode de Jacobi.

Pour la m�ethode de Gauss-Seidel, on a la matrice de l'it�eration

B =M�1N = (D � E)�1F

c) M�ethode de Relaxation

Pour cette m�ethode on pose :

M =
1

w
D � E ; N = (

1

w
� 1)D + F

o�u w est un nombre r�eel non nul, (on verra en suite, d'autres limitations pour w). Il faut en
fait que w 2 ]0; 2[.
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On a la formule de r�ecurrence :

(
1

w
D � E)x(m+1) = ((

1

w
� 1)D + F )x(m) + b

Soit :

(D � wE)x(m+1) = ((1� w)D + wF )x(m) + wb

x
(m+1)
i = (1� w)xmi � w

nX
j=i+1

aij
aii

x
(m)
j � w

i�1X
j=1

aij
aii

x
(m+1)
j + w

bi
aii

1 � i � n

Remarque

1/ si w = 1 on retrouve la m�ethode de Gauss-Seidel

2) on dit qu'il y a sous ou sur-relaxation suivant que w < 1 ou w > 1

Convergence des m�ethodes de Jacobi et Gauss-Seidel

Proposition :

Soit A une matrice �a diagonale strictement dominante, alors les m�ethodes de Gauss-Seidel et
de Jacobi sont convergentes.

Preuve :

a) Montrons que la m�ethode de Jacobi est convergente.

La matrice de l'it�eration B est �egale �a D�1(E + F )

Soit B = Bij

(
Bij = 0 si i = j
Bij = �aij

aii
si i 6= j

A �etant �a diagonale strictement dominante on a :
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P
i6=j jBijj = P

i6=j

���aij
aii

��� < 1 8 i
et les valeurs propres de B sont donc dans le disque de centre 0 et de rayon strictement inf�erieur
�a 1.

Donc toutes les valeurs propres de B ont un module strictement inf�erieur �a 1 et �(B) < 1

Donc la m�ethode de Jacobi converge.

b) Montrons que la m�ethode de Gauss-Seidel est convergente.

Il suÆt de veri�er que si � valeur propre de la matrice d'it�eration B = (D � E)�1F , j�j < 1

Soit y 6= 0, y 2 IRn un vecteur propre associ�e �a � alors :

(D � E)�1Fy = �y

ou encore
Fy = �(D � E)y

��
i�1X
j=1

aij
aii

yj �
nX

j=i+1

aij
aii

yj = �yi i = 1; :::; n

y �etant non nul , 9 i0 tel que: jyi0j � jyjj j = 1; :::; n et yi0 6= 0

�yi0 = ��
i0�1X
j=1

ai0j
ai0i0

yj �
nX

j=i0+1

ai0j
ai0i0

yj

alors

j�j � j�jX
j<i0

jai0jj
jai0i0 j

+
X
j>i0

jai0jj
jai0i0 j

d'ou

j�j (1� X
j<i0

jai0jj
jai0i0 j

) � X
j>i0

����� ai0jai0i0

����� < (1� X
j<i0

����� ai0jai0i0

�����)
d'apr�es la diagonale dominance.

Donc j�j < 1
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Convergence de la m�ethode de relaxation :

La matrice d'it�eration de la m�ethode de relaxation est B = (D � wE)�1((1� w)D + wF )

Th�eor�eme

Si la m�ethode de relaxation de param�etre w converge alors w 2 ]0; 2[

Preuve :

detB = det((D � wE)�1((1� w)D + wF ))

detB =
det((1� w)D + wF )

det(D � wE)
= (1� w)n

et on a

jdetBj = j�n
i=1�ij

o�u �i est une valeur propre de B

si la m�ethode converge alors �(B) < 1

j1� wjn � (�(B))n ) j1� wj � �(B)

et donc

j1� wj < 1) w 2 ]0; 2[

Th�eor�eme :

Soit A une matrice carr�ee d'ordre n, h�ermitienne non singuli�ere. Si la matrice D est d�e�nie
positive, la m�ethode de relaxation pour A est convergente ssi w 2 ]0; 2[ et si A est d�e�nie
positive.

Preuve :

a) Pr�eliminaires :
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Soit x 2 IRn y = Bx; et z = x� y

on a

y = (D � wE)�1((1� w)D + wE�)x

(D � wE)y = ((1� w)D + wE�)x

Soit
(D � wE)z = wDx� wE�x� wE�x = wAx

et
Dy � wEy + wDy � wE�y = (1� w)Dz +Dy + wE�z

d'ou

(
(D � wE)z = wAx
(1� w)Dz + wE�z = wAy

) w < x;Ax > �w < y:Ay >=< x; (D � wE)z > � < y; (1� w)Dz + wE�z >

) w < x;Ax > �w < y:Ay >=< x; (D � wE)z > � < y; (1� w)Dz > � < y;wE�z >

= < z;Dz > �w < Ez; x > +w < Dz; y > �w < y;E�z >

D �etant r�eelle positive

) w < x;Ax)� w < y;Ay >=< Dz; z > �w < z;E�x > +w < Dy; z)� w(z; Ey)

= < Dz; z)� w < z;E�x + Ey > +w < Dy; z >

or on a :
(1� w)Dx+ wE�x + wEy = Dy

donc

w < x;Ax > �w < y � Ay >=< Dz; z > � < z;Dy � (1� w)Dx) + w < z;Dy >

= (2� w) < z;Dz >

on a donc le r�esultat suivant

�
(

(2� w) < Dz; z > = w < x;Ax > �w < y;Ay >
o�u x 2 IRn; y = Bx et z = x� y
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b) supposons que A est d�e�nie positive et w 2 ]0; 2[

Montrons que la m�ethode de relaxation est convergente,

soit � valeur propre de B, soit x un vecteur propre de B associ�e �a �

y = Bx = �x

(*) donne
(2� w) j1� �j2 < x;Dx >= w(1� j�j2) < x;Ax >

� 6= 1 car si � = 1 la relation (D � wE)z = wAx

devient wAx = 0 w 6= 0) Ax = 0) A singuli�ere

on a
(2� w) j1� �j2 < x;Dx > > 0

A �etant d�e�nie positive, donc

1� j�j2 > 0) j�j < 1

donc �(B) < 1) la m�ethode converge

R�eciproquement, supposons que la m�ethode de la relaxation converge et que A n'est pas d�e�nie
positive on prend le vecteur initial de l'it�eration tel que l'erreur initiale e0 v�eri�e

< Ae0; e0) < 0

(*) donne

(2� w) < D(e0 � e1); e0 � e1 >= w < e0; Ae0 > �w < e1; Ae1 >

e1 = Be0 et 1 n'est pas valeur propre de B

donc e1 = Be0 et 1 n'est pas valeur propre de B

donc e1 6= e0

on a

(2� w) < D(e0 � e1); e0 � e1 >> 0
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donc
< e0; Ae0 > > < e1; Ae1 >

on v�eri�e de même que :

< em; Aem > > < em+1; Aem+1 > 8 m

ce qui est contradictoire du fait que e(m) !m!+1 0

et donc
< em; Aem >!m!+1 0

donc A est d�e�nie positive

Remarque :

Si la matrice A est d�ecompos�ee en blocs Aij de taille ni � nj (les blocs diagonaux Ai

sont donc carr�es) on peut d�ecomposer A sous la même forme A = D � E � F , mais o�u cette
fois D est la matrice diagonale par bloc dont les blocs diagonaux sont les blocs Aii; �E est
la matrice compos�ee des blocs situ�es sous les blocs diagonaux de A et �F des blocs situ�es au
dessus des blocs diagonaux de A. On d�e�nit alors comme pr�ecedement les m�ethodes.
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2.1.9 M�ethode de Projection

Introduction

On cherche �a r�esoudre Ax = b o�u A r�egili�ere

Soit z 2 IRn.

Posons �z = fx 2 IRn= < z;Ax� b >= 0g
Propri�et�e :

Le plan �z contient x
� = A�1b et il est normale �a AT z

Preuve :

< AT z; x1 � x2 >=< z;Ax1 � Ax2 >

=< z;Ax1 � b > � < z;Ax2 � b >

= 0) x1 � x2?AT z

Principe de la m�ethode:

Soit x(p) une approximation de x� comme x� 2 �z(p) il est naturel de chercher x(p+1) dans
�z(p). On prendra x(p+1) comme �etant la projection orthogonal de x(p) sur �z(p) parallelement �a

Atz(p)
T
.

Soit donc x(p+1) = x(p) + �pA
tz(p)

Calcul de �p:

x(p+1) 2 �z(p) ,< zp; Axp+1 � b >= 0

,< zp; Axp � b + �pAA
tzp >= 0

,< zp; rp + �pAA
tzp >= 0
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, �p =
� < zp:rp >

< Atzp; Atzp >
= �< zp; rp >

kAT zpk2

d'ou la m�ethode

(
x(p) q:c:q
xp+1 = xp � <zp;rp>

kAtzpk

Atzp

Propri�et�es:

1) kxp+1 � x�k2 =



xp � <zp;rp>

kAtzpk
Atzp � x�




2
= kxp � x�k2 � 2<z

p;rp>

kAtzpk2
< Atzp; xp � x� > +<zp;rp>2

kAtzpk4
< Atzp; Atzp >

= kxp � x�k2 � <zp;rp>2

kAtzpk2

2)

(
xp+1 etx� 2 �zp

etAtzp?�zp
) < xp+1 � x�; Atzp >= 0

Remarque :

La propri�et�e 1) montre que kxp � x�k est d�ecroissante comme elle est minor�ee par 0 elle est
convergente. Il existe � > 0 tq kxp � x�k !p!+1 �

Th�eor�eme :

si �p = cos(rp; zp) =< rp

krpk
; zp

kzpk
> ne tend pas vers 0 alors limp!+1 x(p) = x� de plus on a :

kep+1k2 � kepk2
�
1� �2p

kAT k2kA�1k2

�

Preuve :

e(p) = x(p) � x�
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ep+1


2 = kepk2 "1� < zp; rp >2

kepk2 : kAtzpk2
#

< zp; rp >2

kepk2 : kAtzpk2 =
< zp; rp >2

kzpk2 krpk2 :
kzpk2
kAtzpk2 :

krpk2
kepk2

= �2
p:
kzpk2
kAtzpk2 :

krpk2
kepk2

rp = Axp � b = A(xp � x�) = Aep

) < zp; rp >2

kepk2 : kAtzpk2 = �2
p:
kzpk2
kAtzpk2 :

krpk2
kA�1rpk2

� �2
p

1

kATk2 :
1

kA�1k2

)



ep+1


 � kepk2 "1� �2

p

kAtzpk2 : kA�1k2
#

Posons

�p =
�2
p

kAtzpk2 : kA�1k2



ep+1


2 � kepk2 (1� �p)

�



ep�1


2 (1� �p�1)(1� �p)

�



e0


2 (1� �0):::(1� �p)
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�



e0


2 exp(� pX

i=0

�i)

�i � 0 ; �i !i!1 0)
pX

i=0

�i !p!+1 +1

) kepk !p!+1 0

Donc pour avoir la convergence, il suÆt que

< zp; rp >2

kepk2 : kAtzpk2 !p!+1 0

on prend
zp = rp ) �p = 1

8<: x(0) qlq

xp+1 = xp � krpk2

kAT rpk2
AT rp

Remarque :

Si A est symetrique




ep+1


2 � kepk2 "1� �p
cond(A2)

#

Donc plus le cond(A) est grand plus la m�ethode est lente.

G�en�eralisation :

On a
8 z 2 IRn; x� = A�1b 2 �z ) x� 2 uki=1�z

au lieu de consid�erer une seule direction z(p) on va consid�erer k directions lineairement ind�ependantes.
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Soit
vp = (v

(p)
1 ; :::; v

(p)
k ) (v

(p)
i )i=1;:::;k

e.i

�
v
(p)
i

=
n
x 2 IRn= < v

(p)
i ; Ax� b >= 0

o
on a

x� 2 uki=1�v
(p)
i

Cherchons
x(p+1) 2 uki=1�v

(p)
i

uki=1�v
(p)
i

= �v(p) = fx 2 IRn=v(p)T (Ax� b) = 0)

on a
Atv

(p)
i ? �

v
(p)
i

) Atv
(p)
i ? uki=1�v

(p)
i

= �v(p)

) ATV (p) ? �v(p)

On peut chercher xp+1 2 �v(p) tq x
p+1 � xp soit port�e par ATV (p)

Soit donc
xp+1 = xp + ATV (p):� avec� 2 IRk

xp+1 2 �v(p) , V pT (Axp+1 � b) = 0

, V pT (Axp � b + AATV (p):�) = 0

, V pT :rp + V pTAATV (p):� = 0

, � = �(V TAATV p)�1:V (p)T rp

d'ou la m�ethode :

xp+1 = xp � ATV (p)(V pTA:ATV p)�1:V (p)r(p)
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On pose
V pTA) xp+1 = xp � wT (w:wT )�1V �:rp

Cas des Syst�emes Sym�etriques

Th�eor�eme :

Si A est sym�etrique d�e�nie positive, le point x� = A�1b est centre de sym�etrie des �ellipsoide
Qk d'�equation

1
2
xtAx� xtb = k

Preuve :

x = x0 + tu rencontre Qk ssi 1
2
xtAx� xtb = k

, 1

2
(x0 + tu)tA(x0 + tu)� (x0 + tu)tb = k

, 1

2
(xt0Ax0 + txt0Au+ tutAx0 + t2utAu)� xt0b� tutb = k

, 1

2
xt0Ax0 � xt0b +

1

2
t(xt0Au+ utAx0)� tutb+

1

2
t2utAu = k

Posons x0 = x�

) t(
1

2
(x�tAu� utb)) +

1

2
t2utAu = k � F (x�)

1

2
t2utAu = k � F (x�) F (x�) = �1

2
x�Ax� < 0

t2 = 2
K � F (x�)

utAu
, t = �

s
2
k � F (x�)

utAu

Donc on a deux racines r�eelles.
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Th�eor�eme

Soit x 2 IRn q.c.q. Le r�esidu r(x) = Ax�b est dirrig�e suivant la normale �a l'ellipsoîde passant
par x

Preuve :

On pose

F (x) =
1

2
xtAx� xtb

��!
gradF (x) = Ax� b = r(x)

) r(x) est ? Qk

Th�eor�eme :

La solution du syst�eme Ax = b est le point pour lequel F (x) = 1
2
xtAx�xtb atteint son minimum

Preuve :

(
Trouver x 2 IRn

Ax = b
,
(

min F (x)
x 2 IR

F (x� + y) =
1

2
(x� + y)tA(x� + y)t � (x� + y)tb

=
1

2
x�tAx� � x�tb+

1

2
ytAx� +

1

2
x�

t

Ay +
1

2
ytAy � ytb

= F (x�) +
1

2
ytAy � F (x�)

F (x�) � F (x) 8x 2 IRn

F (x� + y) = F (x�), y = 0
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Donc F (x�) est le min de F (x) = 1
2
xtAx� xtb

Construction d'une m�ethode g�en�erale:

D�e�nition :

Soit u, v 2 IRn u et v sont dits conjugu�es ssi < u;Av >= 0

8 u 2 IRn; kukA =< u;Au >
1
2

Soit xp une approximation de x� on construit x(p+1) de la forme xp+1 = xp + �pu
p tel que

F (xp+1) = min(F (xp + �pu
p) �p 2 IR)

F (xp+1) =
1

2
�2pu

ptAup + �pu
ptrp + F (xp) = g(�p)

g est strictement convexe donc le minimum est atteint en

g0(�p) = 0, �p =
� < up; rp >

< up; Aup >

d'ou la m�ethode (
x0 q:c:q
xp+1 = xp � �<up;rp>

<up;Aup>
up

Th�eor�eme :

Si A est S.D.P et si cos (up; rp)!p!+1 0 alors la m�ethode converge.

Preuve :

De même que le th�eor�eme pr�ec�edent, sauf il faut utiliser (u;Au) = kuk2A
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M�ethodes particuli�eres :

a) M�ethode de la plus forte descente :

on a r(x) = Ax� b est dirrig�e suivant la normale �a l'ellipsiode de centre de symetrie x on

prend donc r(x) comme direction c'est la direction de plus profonde d�ecroissance de F (x).

d'ou la m�ethode (
x0 q:c:q

xp+1 = xp � krpk2

<rp;Arp>
rp

c'est la m�ethode de plus profonde d�escente

b) M�ethode de gradient conjugu�e :

Par cette m�ethode, up est construit �a partir de up�1 de telle sorte que up et up+1 soit conjugu�es
c'est �a dire < up; Aup+1 >= 0

Le choix de up = rp de la p.p.d est remplac�e par up = rp + �pu
p�1

Le premier par d�efaut le même que la p.p.d u0 = r0

Calcul de �p:

on a
< Aup; up�1 >= 0,< Arp + �pAup�1; up�1 >= 0

, �p = � < rp; Aup�1 >

< up�1; Aup�1 >

1) on a �p est caract�eris�e par < up; rp+1 >= 0

xp+1 = xp + �pu
p ) rp+1 = rp + �pAu

p

< rp+1; rp >=< rp; rp > � < up; rp >

< up; Aup >
< Aup; rp >

= < rp; rp > �u
p+1:rp:rpt:Aup

< up; Aup >
=< rp; rp > � < rp; rp >
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= 0

2)
< up; rp >=< rp; rp > +�p < up�1; rp >

=< rp; rp >

donc

�p = �
< rp; r

p�rp�1

�p�1
>

< up�1; r
p�rp�1

�p�1
>

= � < rp; rp >

< rp�1; rp�1 >
= � krpk2

krp�1k2

d'ou la m�ethode

x0 q:c:q r0 = Ax0 � b u0 = r0

8>>>>>><>>>>>>:

�p = � krpk2

<up;Aup>

xp+1 = xp + �pu
p

rp+1 = Axp+1 + b

up+1 = rp+1 � krp+1k2
krpk2

up

Propri�et�es fondamentales et convergence :

La m�ethode de G.C permet de construire les suites xp; up en partant de x0; r0 avec les propri�et�es
locales :

< up; Aup�1 >= 0; < rp+1; rp >= 0, xp+1 minimise F (x) = 1
2
xtAx�xtb sur la droite fxp+�up :

� 2 IRg, il se trouve que ces suites ont les propri�et�es globales

< ui; Auj >= 0 8 0 � j < i � N

< ri; rj >= 0 8 0 � j < i � N

xp+1 minimise F (x) sur la vari�et�e fx0 +Pp
i=0 �iu

i; �i 2 IRg
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Th�eor�eme :

Pour tout vecteur u0 2 IRN , il existe un plus petit entier l telque ul = 0, les propri�et�es suivantes
sont v�eri��ees:

1) xl = x�

2) < ri; rj >= 0 8 0 � j < i � l

3) < ri; uj >= 0 8 0 � j < i � l

4) < ui; Auj >= 0 8 0 � j < i � l

5) F (xp+1) = minfF (x0 +Pp
i=0 �iu

i) : �0; :::; �p 2 IRg
Preuve :

* l'existence de l'entier naturel l d�ecoule de la propri�et�e 4)

* ul = 0 , xl = x�

* pour d�emontrer les propri�et�es 2)-4) on proc�ede par r�ecurrence

Soit

Pk =

8>>><>>>:
� < ri; rj > = 0 8 j < i � k
� < ri; uj > = 0 8 j < i � k
� < ri; ui > = < ri; ri >
� < ui; Auj > = 0 8 j < i � k

9>>>=>>>;
Supposons que ces propri�et�es sont vraies jusqu'�a k. Montrons qu'elles restent vraies pour k+1.

< rk+1; rj >=< rk + �kAu
k; rj >

=< rk; rj > +�k < Auk; rj >

= 0� < uk; rk >

< uk; Auk >
< Auk; rj >

= � < uk; Auk >

< uk; Auk >
< rk; rj >= 0

< rk+1; uj >=< rk; uj) + �k < Auk; uj >= 0
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< rk+1; uj >= (rk; uj) + �k < Auk; uj >= 0

< ri; ui >=< ri; ri + �iu
i�1 >= < ri; ri >

< uk+1; Auj >=< rk + �ku
k;
rj+1 � rj

�j
>

=
1

�j
(< rk; rj+1 > � < rk; rj > +�k < uk; rj+1 > ��k < uk; rj >)

=
1

�j
(< rk; rj + �jAu

j > � < ru; rj > +�k < uk; rj + �jAu
j > ��k < uk; rj >)

=
1

�j
(< rk; rj > +�j < rk; Auj > � < rk; rj > +�k < uk; Auj >) = 0

Pour le probl�eme de minimisation dans la vari�et�e de dimension k+1 on a :

g(�) = F (x0 +
kX
i=0

�iu
i) = F (x0 + Uk�)

o�u uk est la matrice de N lignes dont les k + 1 colonne sont u0; u1; :::; uk d'ou

g(�) = F (x0) + �tutkr
0 +

1

2
�tutkAuk�

La solution � minimisant g(�) est donc la solution du syst�eme �a matrice S.D.P

utkAuk� = �utkr0

La matrice �etant digonale d'apr�es la propri�et�e 4)
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donc

�i =
� < ui; r0 >

< ui; Aui >
i = 0; :::; k

et comme

ri = r0 + A(
i�1X
i=0

�iu
i)

on a

< ui; r0 >=< ui; ri >

La solution du probl�eme de minimisation est donc x0 +
Pk

i=0 �iu
i �i de la m�ethode G.C

Th�eor�eme

Dans la m�ethode du G.C, la suite ek = xk � x� v�eri�e:

kek+1kA = minfkp(A)e0kA : p 2 IP 1
k+1

ou IP 1
k+1 d�esigne l'ensemble de polynôme p de degr�e k + 1 au plus tels que p(0) = 1

Preuve :

ek+1 = xk+1 � x�

= x0 +
kX
i=0

�iu
i � x�

= kek+1kA = minf





e0 +

kX
i=0

�iu
i







A

: �0; :::; �u 2 IRg

On montre par r�ecurrence que ui v�eri�e

ui = Pi(A):r0
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Pi 2 IPi

� u0 = r0

�ui+1 = ri+1 + �i+1u
i

ri+1 = r0 + A(
i�1X
j=0

�iu
j)) ui+1 = r0 + A(

iX
j=0

�ju
j) + �i+iu

i

) ui+1 = r0 + A(
iX

j=0

�jPj(A)r
0) + �i+1p(A)r

0

= r0 + (
iX

j=0

�jPj+1(A)r
0) + �i+1Pi(A):r

0

= Pi+1(A)r
0

donc
8i ui = Pi(A)r

0

Les polynômes Pi; i = 0; :::; k forment une base de IPk leurs ind�ependance r�esultant de celle
des ui ; i = 0; :::; k qui sont orthogonaux par :

kX
i=0

�iPi = 0)
kX
i=0

�iPi(A)r0 ,
kX
i=0

�iu
i = 0, �i = 0 8 i

on a

minf





e0 +

kX
i=0

�iu
i







A

; �0; :::; �n 2 IRg = minf





e0 +

kX
i=0

�iPi(A)r
0







A

; �0; :::; �n 2 IRg
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= minf



e0 + epr0




A
; ep 2 IPkg

= minfke0 + ep(A):Ae0kA ; ep 2 IPkg

= minfkp(A)e0kA ; p 2 IP 1
k+1g

puisque
p 2 IP 1

k+1 , p(x) = 1 + xep(x) ep 2 IPk

donc
kek+1kA = minfkp(A)e0kA ; p 2 IP 1

x+1g

Th�eor�eme :

Dans la m�ethode de G.C, l'erreur au pas k v�eri�e la majoration:

kekkA � 2(

q
cond(A)� 1q
cond(A) + 1

)k ke0kA

Preuve :

Soit (v1; :::; vN) la famille orthonorm�ee de vecteurs propres de la matrice A.

Avi = �ivi vtivi = Æij

Cette famille est A-orthogonale < vi; Avj >= �jv
t
ivj = �jÆij de plus kvik2A = �i

on �ecrit

e0 =
NX
i=1

"ivi

p(A)e0 =
X
i

"ip(A):vi =
X
i

"ip(�i):vi

ke0k2A =
X
i

"2i kvik2A =
X
i

"2i�i
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et
kp(A)e0k2A � (

X
i

�i"
2
i )maxip

2(�i) = ke0k2Amaxip
2(�i)

on a
kek+1kA = minfkp(A)e0kA ; p 2 IP 1

k+1g

= minf



X

i
"ip(�i)vi





A
; p 2 IP 1

k+1g

� minfmaxi jp(�i)j ; IP 1
k+1g: ke0kA

maxjp(�i)j � max jp(�)j�2(�1;�N )

donc
kek+1kA � minfkpk1 ; p 2 IP 1

k+1g: ke0kA
le min est �egal �a

1

Tk(
�N+�1
�N��1

)

et est atteint pour le polynôme

p(�) = Tk(
�N + �1 � 2�

�N � �1
)=Tk(

�N + �1
�N � �1

)

o�u Tk est le polynôme de tchebychev de premier esp�ece de degr�e k.

on a en �n

Tk(
�N + �1
�N � �1

) = Tk(
cond(A) + 1

cond(A)� 1
) >

1

2
(

q
cond(A) + 1q
cond(A)� 1

)k

d'o�u

kek+1kA � 2(

q
cond(A)� 1q
cond(A) + 1

)k ke0kA

55



M�ethode du G.C pr�econditionn�ee (G.C.P)

l'estimation ci-dessus donnant par la m�ethode du G.C., un nombre de pas proportionnel �aq
cond(A), une possibilit�e d'obtenir une convergence plus rapide pour la r�esolution du syst�eme

Ax = b est d'appliquer la m�ethode du G.C �a une forme pr�econditionn�ee du syst�eme Ax = b
avec cond(A) < cond(A)

Le passage se fait par un changement de varuiable, c'est-�a-dire: x = Btx ou x = �Btx

o�u B est une matrice r�eguli�ere. Par ce changement de variable, la fonctionnelle J(x) = 1
2
xtAx�

xtb devient

J(x) = J(x) =
1

2
(B�tx)tA(B�tx)� (B�tx)tb

=
1

2
x�t(B�1AB�t)x� x�t(B�1b)

=
1

2
x�tAx� x�tb

avec A = B�1AB�t et b = B�1b

x = A
�1
b minimise J(x) dans IRn

on applique la m�ethode it�erative �a Ax = b

construit (x�k)k2IN et on obtient xk par xk = B�tx�k qui converge vers xA = A�1b

les erreurs ek = xk � xA et ek = xk � xA sont li�ees par :

kekkA = kekkA 8 k � 0

Pour la m�ethode du G.C appliqu�ee �a Ax = b, on aura

kekkA � 2(

q
cond(A) + 1q
cond(A)� 1

)k ke0kA etcond(A) < cond(A)
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donc xk converge plus rapidement que xk, il est plus commode d'introduire la matrice S.D.P C
d�e�nie par : C = BBt qui est dite matrice de pr�econditionnement.

On a
C�1A = B�tB�1A

= B�tB�1AB�tBt = B�tABt

C�1A est semblable �a A

on appelle parfois syst�eme pr�econdotionn�e CAx = C�1b

Algorithme du G.C.P

l'algorithme du G.C.P appliqu�ee �a Ax = b s'�ecrit :

r0 = Ax0 � b ; u0 = r0

8>>>>>>><>>>>>>>:

�k = <rk;rk>

<uk;Auk>

xk+1 = xk + �kuk
rk+1 = rk + �kAuk
�k = �<rk+1;rk+1

<rk;rk>

uk+1 = rk+1 + �kuk

Remarque :

Cette premi�ere version, bienque permettant de construire xk, n'est pas bien adapt�e �a la r�esolution
du syst�eme Ax = b car elle necessite notamment le calcul et le stockage de la matrice A.
l'algorithme du G.C.P consiste �a travailler directement avec A, b, xk; rk:::

Pour travailler avec A, b, xk; rk; uk:::

on a : uk = B�tuk ) xk+1 = xk + �kuk

on a < uk; Auk >

rk = Axk � b = B�1AB�tx�k � B�tb = B�1rk

d'o�u < rk; rk >=< B�1rk; Brk >=< rk; B�tB�1rk >

=< rk; c�1rk >

ak+1 = B�tuk+1 = �c�1rk+1 +Bxuk
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En notant gx = c�1rk, on peut �ecrire l'algorithme du G.C.P pour le syst�eme Ax = b comme
suit :

r0 = Ax0 � b ; g0 = c�1r0 ; u0 = �g0

�k =
< rk; gk >

< uk; Auk >

xk+1 = xk � �kuk

rk+1 = �k � �Auk

gk+1 = c�1rk+1

�x = �< rk+1; gk+1 >

< rk; gk >

uk+1 = rk+1 + �kuk

Remarque :

la seule complication par rapport �a l'algorithme du G.C est la construction de la suite gk =
C�1rk c'est-�a-dire la r�esolution �a chaque pas d'un syst�eme de matrice c: Cgk = rk

pour conserver le même coût ue celui de G.C, le choix de la matrice de pr�econditionnement C
est limit�e �a des matrices du type : C = BBt, avec B triangulaire inferieure.

R�esolution des syst�emes non sym�etriques

Introduction :

Pour r�esoudre le syst�eme lineaire Ax = b avec A non sym�etrique, des m�ethodes ont �et�e devel-
opp�ees pour r�esoudre le syst�eme AtAx = Atb.

ou AtA est S.D.P.

Ces m�ethodes sont limit�es par le fait que cond(AtA) > cond(A) malgr�e les techniques de
pr�econdition.
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En remarquant des syst�emes sym�etriques, plusieurs travaux sont men�es dans le sens de g�en�eraliser
cette m�ethode au cas des syst�emes non sym�etriques.

Soit V = [v1; :::; vk] une base de K

Wk = [w1; :::; wk] une base de Lk

on a

(
trouver x = x0 + z tq
< Ax� b; 8w 2 Lk

,
(

trouver z 2 kx tq
< Az � r0; w >= 0 8w 2 Lk

avec r0 = b� Ax0

z 2 Km ) z 2 Vky

< A2 � r0; w >= 0 8w 2 Lk ,W t
k(AVky � r0) = 0

, wt
kAVk:y = W t

kr
0

donc x = x0 + Vky = x0 + Vk(W
t
xAVk)

�1W t
k)r

0

La m�ethode de Petrov-Galertin est bien d�e�nie si W t
xAVk est inversible

- Si Lk = Kk c'est la m�ethode de Galerkin

- Si Lk = AKk c'est la m�ethode least-squares

Th�eor�eme :

Si Lk = AKk; x est une approximation de la solution du syst�eme donn�ee par PG

ssi x minimise kb� AXk2 8x 2 x0 +Kk

Preuve :

Soit x = x0 + z z 2 Kk

kAx� bk2 = kA[x� x) + x]� bk2 =< A(x� x + x)� b; A(x� x + x)� b >

= < Ax� b; Ax� b > �2 < Ax� b; A(x� x) > + < A(x� x); A(x� x) >

on a x� x 2 Kk ) A(x� x) 2 Lk donc < Ax� b; A(x� x) >= 0

kAx� bk2 = kAx� bk2 + kA(x� x)k2
) 8x 2 Kx; kAx� bk2 � kAx� bk2
inversement

si x = x0 + 2 2 x0 +Kk minimise kAx� bk2 8x 2 Kx

alors la forme quadratique Q(�) = kr0 � Az + �Azk2 est minimale pour � = 0
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dQ(�)
d�

= 0, � = 0 Q(0) = kr0 � Azk2 = kb� Axk2
Remarque :

- une condition d'optimalit�e n'est v�eri��ee pour la m�ethode de Galerkin Lk = Kn que si A

est S.D.P cette condition est kAx� bkA�1 = minx2Kk
kAx� bkA�1

- plusieurs diÆcult�es sont li�ees �a cette m�ethode �a savoir

1) si k est grand, la matrice W t
kAVk est pleine et

2)W t
kAVk est male conditionn�ee

3) la construction de la solution approch�ee x = x0 + 2 necessite le stockage des

vecteurs vi; i = 1; 2; :::; k pour d�etourner ces diÆcult�es plusieurs m�ethodes ont �et�e d�evelopp�ees.
Ces m�ethodes se g�en�eralisent sous le nom "m�ethode de Petrov-Galerkin-krylav"

Algorithmes de Petrov-Galerkin-krylav

Soit b(.,.) une forme bilineaire sur IR et � une fonction croissante �a valeurs enti�eres d�e�nie
sur IN tq 0 � �(i) � i + 1 on d�e�nie une classe g�en�erale d'algorithmes.

Algorithme PGK(b; �)

1) U0 = r0 = b� Ax0

2) K = 0; 1; 2; ::: jusqu'�a convergence

xk+1 = x0 +
Pk

i=0 �iu
i

rk+1 = r0 �Pk
i=0 �iu

i

les coeÆcients �i sont tq :

8><>:
< rk+1; ui >= 0 8 i � k

ou
< rk+1; Aui >= 0 8 i � k

8><>:
uk+1 = rk+1 +

Pk
i=�(x) �

x
i u

i

ou
�kk+1u

k+1 = Auk +
Pk

i=�(x) �
x
i u

i

les f�xi g sont tq :b(uk+1; ui) = 0 �(k) � i � k

Algorithme : TPGK(b; �; �)

le même algorithme que PGX sauf que
Px

i=0 �iu
i est trouv�ee sous la forme

Px
i=�(k) �iu

i ou
� v�eri�e les mêmes hypoth�eses que �
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Cas particuliers de P.G.K

a) M�ethode du Residu conjugu�e G�eneralis�e G.C.R

C'est une m�ethode de forme PGK(b; �) avec �(i) = 0 8 i;

< ri+1; Api >= 0 ui+1 = ri+1 +
Px

i=0 �
(i)
i uj b(u; v) =< Au;Av)
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Chapter 3

calcul des valeurs propres et des

vecteurs d'une matrice

3.1 Introduction :

La recherche des valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice se rencontre dans

des probl�emes assez divers telsque : la recherche du rayon spectrale de la methode

de Jaccobi pour calculer le param�etre optimale de relation mais les complications qui se pr�esentent
dans la d�etermination num�erique des �elements propres d'une matrice sont bien plus grandes
que pour la r�esolution des syst�emes lin�eaires.

1) D�etermination du polynôme caract�eristique d'une matrice A :

Soit A une matrice r�eelle, de type (n; n) dont on cherche les valeurs propres.

Pour trouver les �el�ements propres de A, la m�ethode la plus naturelle consiste �a d�eterminer

le polynôme caract�eristique, �a chercher se z�eros �1; :::; �n; puis �a r�esoudre les syst�emes

lin�eaires : Ax = �ix (i = 1; :::; n).

Ce sch�ema n'est pas tr�es satisfaisant pour les applications num�eriques en e�et

la d�etermination du polynôme caract�eristique necessite un tr�es grand nombre

d'op�erations, ce qui signi�e une accumulation des erreurs d'arrandi, et une pr�ecision

faible sur les co�eÆcients du polynôme.

Toutefois, comme la connaissance du polynôme caract�eristique peut être utile en elle-même,
ind�ependamment de la recherchedes valeurs propres, nous allons donner une des m�ethode num�erique
de ce polynôme.
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PA(n) = a0x
n + a1x

n�1 + :::+ an�1x + an (a0 6= 0)

En pratique, cette m�ethode ne sera utilisable que pour de petites valeurs de n, n � 10)

3.2 M�ethodedeLeverrier:

Soient x1; :::; xn les valeurs propres, c'est �a dire les z�eros du polynôme caract�eristique PA:

Soit �1 = x1 + :::+ xn

�2 =
P

i>jxixj

�3 =
P

i>j>kxixjxk

.

.

�n = x1 + :::+ xn

on a les �i sont li�es aux co�eÆcients ai du polynôme PA par les relations :

�i = (�1)i ai
a0

Consid�erons les sommes de Newton des xi

S1 = x1 + :::+ xn

S2 = x21 + :::+ x2n

.

.

Sk = xk1 + :::+ xkn (k 2 IN)

les sommes Sk sont reli�ees aux coeÆcients ai par les formules dites de Newton :

ai = �a0S1
a1S1 + 2a2 = �a0S2
a1S2 + a2S1 + 3a3 = �a0S3
.

.

.

a1Sk�1 + a2Sk�2 + kak = �a0Sk
.
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.

a1Sn�1 + an�1S1 + nan = �a0Sn
Connaissant les sommes Sk, il suÆt de r�esoudre un syst�eme lin�eaire triangulaire pour

calculer les coeÆcients ai
a0

les Sk sont facilement accessibles d�es que l'on connait les puissances Ak de la matrice A.

En e�et : S1 = x1 + :::+ xn est �egale �a la trace de A.

S1 =
Pn

i=1aii

Sk n'est autre que la trace de Ak : car si x1 + :::+ xn sont les valeurs propres de

A, xk1 + :::+ xkn sont les valeurs propres de Ak

Cette m�ethode donne exactement les coeÆcients du polynôme caract�eristique, mais

les nombres d'op�erations necessaire est tr�es grand qui est de l'ordre de nk multiple

M�ethode de Leverrier am�elior�ee :

Cette m�ethode donne les co�eÆcients du polynômes caract�eristiques sans passer par

la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire: mais il faut quand même calculer (n� 1) produits

de matrice (n; n).

En e�et Ai; Bi i = 1; ::::; n est les n nombre pi d�e�nis par :

A1 = A p1 = trace(A1); B1 = A1 � p1I

A2 = B1A; P2 =
1
2
tr(A2);B2 = A2 � p2I

.

.

An = Bn�1A; pn =
1
n
tr(An); Bn = An � pnI

Proposition :

Les polynômes caract�eristiques de A est (�a un facteur pr�es)

PA(�) = �n � p1�
n�1 � :::� pn�1�� pn

et Bn = 0

Preuve : Soit pa(�) le plolynôme caract�eristique de A :

PA(�) = det(�I � A) = �n � b1�
n�1 � :::� bn�1�� bn

par recurrence sur k nous alons montrer que bk est �egale �a Pk pour tout k (1 � k � n)

pour k = 1 : b1 = tr(A) = tr(A1) = p1
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supposons que pi = bi 1 � i � k � 1

montrons que pk = bk

Ak = Bk�1A = (Ak�1 � pk�1I)A = Ak�1A� pk�1A

= Bk�2A
2 � pk�1A = Ak�2A

2 � pk�2A
2 � pk�1A

par recurrence on veri�e que :

Ak = Ak�hA
h � pk�hA

h � pk�h+1A
h�1:::� pk�1A 0 � h � k � 1

d'ou pour h = k � 1

Ak = A1A
k�1 � p1A

k�1 � p2A
k�2 � :::� pk�1A

= Ak � p1A
k�1 � :::� pk�1A

par d�e�nition de pk

Pk =
1
k
tr(Ak) =

1
k
tr[Ak � p1A

k�1 � :::� pk�1A]

= 1
k
[Sk � p1Sk�1:::� kk�1S1

ou les Si sont les sommes de Newton des racines de PA

utilisent l'hypoth�ese de r�ecurrence : pi = bi 1 � i � k � 1

on a pk =
1
k
[Sk � b1Sk�1 � :::� bk�1S1] = bk d'apr�es la nieme forme de Newton .

Donc pk = bk

Montrons que B1 = 0

Bn = An � pnI

= An � p1A
n�1 � p2A

n�1:::� pnI

Bn = pA(A)

on a Bn = 0 (Th�eor�eme de Cayley-Hamilton)

Remarque :

par cette m�ethode on obtient indirectement l'inverse de A, lorsque A est inversible:

B1 = 0, An = pnI

, Bn�1A = pnI

Si A est r�eguli�ere : pn = det(A) 6= 0 et A�1 = Bn�1

pn

2) calcul de la valeur propre de A de module maximum:

Soient �1; :::; �n les valeurs propres de A , on peut supposer que leurs modules sont.

rang�es dans l'ordre d�ecroissant : j�1j � ::: � j�nj
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il s'agit de calculer �1et �eventuellement les autres valeurs propres de module �egale �a

j�1j ; ainsi que les vecteurs propres associ�es.

on suppose que les �i sont simples.

1er cas : j�1j > j�2j
Supposons qu'il existe dans IRn une base (x1; :::; xn) de vecteurs propres de la

matrice A, associ�ees respectivement �a (�1; :::; �n) pour tout vecteur y
0 2 IRn

(y0 6= 0), soient a1; :::; an les coordonn�ees de y0 dans la base

(x1; :::; xn) : y
0 = a1x1 + :::+ anxn

on construit la suite y(k) par : yk = Ayk�1 = Aky0

puisque x1; :::; xn sont des vecteurs propres :

y(k) = a1�
k
1x1 + :::+ an�

k
nxn

Si a1 6= 0

y(k) = a1�
k
1[x1 +

a2
a1

�k2
�k1
x2 + ::: + an

a1

�kn
�k1
xn]

on a :
����n
�1

��� � ����n�1

�1

��� � ::: �
����2
�1

��� < 1

) on a




a2a1 �k2�k1 x2 + :::+ an

a1

�kn
�k1
xn





 � �����k2�k1
����Pn

i=2

��� ai
a1

��� kxik
) yk = a1�

k
1[x1 + �(

�k2
�k1
)]

Soit (�j)j=1;:::n la base canonique de IRn, 9 j tq la jieme composante de x1soit non

nulle (puisque x0)

)
�����k+1

j

�kj

���� = �1
(x1)j+�(

�k2

�k
1

)

(x1)j+�
! k! +1�1

donc si a1 6= 0; alors
�k+1
j

�kj
! �1 8 j tq (x1)j 6= 0

Remarques :

1) Si a1 = 0 : le terme pr�epand�erant de yk est alors a2�
k
2x2; et le r�esultat de
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convergence est faux. Si a1, est petit, il se peut qu'il faille un grand nombre de'iteration

vant que le terme a2�
k
2x2 ne devienne n�egligeable devant a1�

k
1x1, dans ce cas, il

est pr�ef�erable de recommencer l'it�eration avec un autre vecteur initial y0

(même pour a0 = 0)

2) Si A n'admet pas de base de vecteurs propres, on utilise la base (x1; :::xn)

dans laquel A = J (matrice de Jordan) et on construit la suite yk = Jky(0) :

y(0) =

0B@ a1
:
an

1CA

yk = Jk

0B@ a1
:
an

1CA =

0BBB@
�k1

Jk2

Jkp

1CCCA
0BBB@

a1
:
:
an

1CCCA
(�1 est une valeur propre simple, donc le bloc de Jordan est r�eduit �a l'ordre 1)

yk = �k1

0BBBBB@
1

�1(
�k2
�k1
)

�1(
�k2
�k1
)

1CCCCCA

0BBBBBB@
a1
:
:
:
an

1CCCCCCA
il est possible de tenir les mêmes raisonnement que dans le cas ou il existe une base

de vecteur propres de A.

Deuxi�eme cas : j�1j = j�2j
On suppose encore qu'il existe une base de vecteurs propres x1; :::; xn,

correspondantrespective aux valeurs propres : �1; :::; �n

si �1 = ��2 : �1 r�eelle
Soit y(0) = a1x1+:::+anxn

on pose y(k) = Ay(k�1) = A(k)y0

yx = a1�
k
1x1 + a2�

k
2x2 + :::+ an�

k
nxn

y2k = a1�
2k
1 x1 + a2�

2k
2 x2 + ::: + an�

2k
n xn
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= �2k1 [a1x1 + a2x2 + �(
�2k3
�2k1

)]

y2k+1 = �2k+11 [a1x1 � a2x2 + �((
�2k3
�2k1

)2k+1)]

Soit (ei)j=1�n la base canonique de IRn

8 j tq (a1x1 + a2x2)j 6= 0 on a :

y2k+2
j

y2k
j

! �21 quand k ! +1

si �1 = �2 on utilise le même raisonnement et on aura
�2k+1
j

�2k
j

! �1 quand k ! +1

si �1 = �2 : �1 est complexe; posons �1 = rei�, �2 = re�i�

� 6= 0 [2�]

on pose p = �r(�1 + �2) = �2r cos �
les valeurs propres �1et �2 seront d�etermin�ees par la connaissance de r et de cos � donc

par celle de r et p.

Soit y0 = a1x1 + ::: + anxn

yk = rk[a1e
ik� + a2e

�ik�x2 + �(�3
r
)k]

8j y
(k�1)
j + y

(k�2)
j � y

(k)
j y

(k+1)
j = a1a2(x1)j(x2)jr

2k+1(e�3i� + e3i� � ei� � e�i�)

+ �((�3
r
)2k+1)

y
(k�1)
j + y

(k�1)
j � (ykj )

2 = a1a2(x1)j(x2)jr
2k(e�3i� + e3i� � 2) + �(�3

r
)2k

or e3i� + e�3i� � ei� � ei� = 2 cos �(e2i� + e�2i� � 2)

donc , si a1a2 6= 0, 8j tq (x1) 6= 0 et (x2) 6= 0 on aura

limk!+1
y
(k�1)
j

+ y
(k+1)
j

�ykj+ yk+1
j

y
(k�1)
j + y

(k+1)
j �(ykj )

2
= �p

De même :

ykj + (yk+2j ) = a1a2(x1)j(x2)jr
2k+2(e2i� + e�2i� � 2 + �(�3

r
)k+2)
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yk�1j + yk+1j � (ykj )
2 = a1a2(x1)j(x2)jr

2k(e2i� + e�2i� � 2 + �(�3
r
)2k+2))

limk!1
y
(k)
j

+ y
(k+2)
j

�( y
(k+1)
j

)2

y
(k�1)
j

+ y
(k+1)
j

�(yk
j
)2

= r2

3.3 Algorithme L.R :

Dans ce paragraphe on cherche �a construire une suite (Ak) de matrice semblable �a A, donc qui
ont les même valeurs propre de A, et qui donne �a la limite (k ! +1) des informations sur
les valeurs propres de A. On note Ri les matrices triangulaires superieures et Li les matrices
triangulaires inf�erieures qui ont la valeur1 sur la diagonale.

Supposons que A est factorisable sous le forme A = L:U on pose :

A1 = A = LiR1

A2 = R1L1 = L�11 AL1

Si A2 est factorisable sous la forme LU , on pose :

A2 = L2R2

A3 = R2L2 = L�12 A2L2

.

.

.

Ak = Lk:Rk si Ak est factorisable L:U

Ak+1 = RkLk = L�1k AkLk

par r�ecurrence on a :

Ak+1 = (L�1k L�1k�1::::L
�1
1 )A(L1:::Lk�1Lx)

Soit Mk = L1:::Lk , Mk est triangulaire inf�erieure avec la valeur 1 sur la diagonale

on a alors Ak+1 = M�1
k AMk )MkAK+1 = AMk

Posons Sk = Rk:::R1; Sk triangulaire sup�erieure

on a MkSk = L1:::LkRk:::R1

= L1:::Lk�1AkRk�1:::R1

= A:Mk�1Sk�1

d'ou MkSk = Ak
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3.4 Convergence de l'algorithme L.R :

Soit A une matrice n� n. On suppose que A admet n valeur propres distinctes en module :

j�1j > ::: > j�nj. On suppose on outre que A est toutes les Ak sont factorisables sous la forme
L:U (condition pour que l'algorithme soit applicable).

Soit D =

 
�1 0
0 �n

!
, il X telle A = XDX�1 = XDY avec Y = X�1

alors on a : Ak = XDkY

a) On suppose que X et Y sont d�ecomposable sous la forme L:L0 avec L triangulaire inf�erieur
avec 1 sur la diagonale et u triangulaire sup�erieure.

X = LxUx et X = Ly:Uy

Alors : Ax = LxUxD
xLy:Uy

LxUx(D
kLyD

�k)DkUy

Soit dij = (DkLyD
�k)ij et lij = (Ly)ij on a :

dij =

8><>:
0 si i < j
1 si i = j

lij(
�i
�j
)k si i > j

9>=>;
or
����i
�j

��� < 1 pour i > j donc limk!1

��� �i
�j

���k = 0

par cons�equent DkLyD
�k!k!+1I et on peut �ecrire DkLyD

�k = I + Ekavec Ek!k!+10

donc Ak = LxUx(I + Ex)DkUy

= Lx(Ux + UxEx)D
kUy

= Lx(I + UxExU
�1
x )UxD

kLy

La matrice I + UxExU
�1
x !k!+1I ) (I + UxExU

�1
x ) = eLk

eUk de plus eLk ! I et eUk ! I

Ax = Lx
eLk
eUkUxD

xLy

La d�ecomposition de Axsous la forme L:U et unique lorsque L est triangulaire inf�erieure avec
1 sur la diagonale et U triangulaire sup�erieure par identi�cation on obtient :

LX
eLk = Mk et eUkUxD

kLy = Sk

donc Mk!k!+1Lk et Ak+1 = M�1
k AMk!k!+1L

�1
x ALx
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on a d'autre part :

L�1x ALx = L�1x XDY Lx

= L�1x LxUxDU
�1
x L�1x Lx

= UxDU
�1
k triangulaire sup�erieure

donc Ak+1!UxDU
�1
x

or UxDU
�1
x est demblable �a D et de la forme

 
�1
0 �n

!

on a donc la conclusion suivante : (Ak) est convergente et la diagonale de Ak tend

vers ( �1 � �n)

b) Si Y n'est pas factorisable sous la forme L:U il existe une matrice de permutation Py

telle que Py:Y = Ly:Uy et P T
y LyPy triangulaire inf�erieure avec 1 sur la diagonale

Ak = XDkY = XDkP T
y LyUy = XP T

y (PyD
kP T

y )Ly:Uy

PyD
kP T

y est diagonale

Si on pose PyDP
T
y = D0 =

 
�i1 0
0 �in

!

on a PyD
kP T

y = Dk
0

Ak s'�ecrit alors : Ak = XP T
y (D

k
0LyD

�k
0 )Dk

0Uy

et Dk
0LyD

�k
0 = PyD

kP T
y LyP

T
y D

�kP T
y = PyD

k eLyD
�kP T

y

Soient edij = (Dk eLyD
�k)ij et elij = (eL)ij

on a alors :

edij =
0BB@

0 i > i
1 i = 0elij( �i�j )k j < i

1CCA
donc Dk eLyD

�k!k!+1I

On peut donc �ecrire Dk eLyD
�k = I + Ek avec Ek ! 0

71



Ak = XP T
y (I + Ek)D

k
0Uy

On suppose que XP T
y = LxUx

Alors Ak = Lx(Ux + UxEk)D
k
0Uy

= Lx(I + UxEkU
�1
x )UxD

k
0Uy

La matrice I + UxEkU
�1
x !k!+1I ) I + UxEkU

�1
x = bLx: bUk

avec bLk ! I et bUk ! I

donc Ak = Lx
bLk
bUkUxD

k
0Uy = MkSk

Par identi�cation Mk = Lx
bLk et Sk = bUkUxD

k
0Uy

donc Mk!k!+1Lx

d'ou Ax+1 = M�1
k AMk!k!+1L

�1
x ALx

d'autre part L�1x ALx = UxD0U
�1
x

donc Ak+1 ! UxD0U
�1
x qui est la forme

 
�i1 0
0 �in

!

Proposition : Sous les synth�eses suivantes :

i) j�1j > ::: > j�nj
ii) Les matrices Ak sont factorisables sous la forme L:U

iii) X et Y = X�1 sont factorisable L:U ou

iii)bis) XP T
y est factorisable L:U (Py matrice de permutation associ�ee �a Y )

alors :

L'algorithme L:R est constructible; les matrices Ak convergent vers une matrice

triangulaire sup�erieure et la diagonale de Ak tend vers :

(�1; :::; �n) dans le cas iii)

(�i1; :::; �in)dans le cas iii) bis)

= perm(�1; :::; �n)

3.5 Algorithme QR :

Notation : on note (sup;+) l'ensemble des matrices carr�ees, triangulaires sup�erieures, dont

les �elements diagonaux dont striclement positifs.
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Dans ce paragraphe, on utilise la d�ecomposition des matrices sous forme Q:U

avec Q orthogonale et U 2 (sup;+) cette d�ecomposition existe est unique (voir m�ethode

de Hansholder) on construit la suite de matrice Ak de la fa�con suivante :

on pose

A1 = A = Q1:R1

A2 = R1Q1 = QT
1Q1R1Q1

= QT
1A1Q1

A2 est semblable �a A1et non singuli�ere

On suppose que l'on obtient Ak non singuli�ere et semblable �a A.

Alors on factorise Ax : Qk:Rk

et on pose Ax+1 = Rk+1Qk

= QT
kAkQk

= QT
kQ

T
k�1:::Q

T
1AQ1:::Qk

Posons Mk = QT
k :::Q

T
1

Sk = Q1:::Qk

Avec ces notations

Ak+1 =MT
x AMk

on a d'autre part :

MkSk = AMk+1Sk�1

d'ou MkSk = Ax

Convergence de l'algorithme QR

1) cas ou j�1j > ::: > j�nj

Soit D =

 
�1 0
0 �n

!
9 X telle que A = XDX�1 on pose Y = X�1

a) On suppose que Y = LyUy ou Ly est triangulaire inf�erieure avec 1 sur la diagonale,

Uy trianngulaire sup�erieure.

Ak = XDkY = XDkLyUy = X(DkLyD
�k)DkUy
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(DkLyD
�k)ij =

8><>:
0 si i < j
1 si i = j
(Ly)ij(

�i
�j
)k si i < j

lim( �i
�j
)k = 0) DkLyD

�k!k!+1I

) DkLyD
�k = I + Ek ou Ek!k!+10

Ak = X(I + Ek)D
kUy

X admet une d�ecomosition QU ou U 2ou U 2 (sup;+)

X = Qx:Rx

) Ak = QxRx(I + Ek)D
kUy

= Qx(I +RxEkR
�1
x )RxD

kUy

I +RxEkR
�1
x !k!+1I

I +RxEkR
�1
x = bQk

bRk!k!+1I et bQk ! IbRk ! I

8><>:
Ak = ( bQx

bQk) bRkRxD
kUy

et
Ak = MkSk

)
(
Mk = Qx

bQk

Sk = bRkRxD
kUy

donc Mk!k!+1Qx

on a Ak+1 =MT
k AMk ) Ak!k!+1Q

T
xAQx

or QT
xAQx = QT

xXDX�1Qx

= QT
xQxRxDR

�1
x QT

xQx

= RxDR
�1
x =

 
�1
0 �n

!

Proposition :

Sous l'hypoth�ese que toutes les valeurs propres sont distinctes en module et que Y

admet la factorisation LU alors Ax converge vers RxDR
�1
x

b) cas ou Y n'admet pas de factorisation LU il existe une matrice de permutation

Py telle que PyY = LyUy, ou Ly = P T
y LyPy est triangulaire inf�erieure avec 1 sur la diagonale.
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Ak = XDky = XDkP T
y PyY = XDkP T

y LyUy

= XP T
y PyD

kP T
y LyUy

= XP T
y PyD

kLyP
T
y Uy

= XP T
y Py(D

kLyD
�k)P T

y PyD
kP T

y Uy

DkLyD
�k =

8><>:
0 si i < j
1 si i = j
(Ly)ij(

�i
�j
)k si i > j

limk!+1(
�i
�j
)k = 0 et DkLyD

�k ! I

donc on peut �ecrire Py(D
kLyD

�k)P T
y = I + Ek avec Ek!k!+10

Ak = XP T
y (I + Ek)PyD

kP T
y Uy

on pose D0 = PyD
kP T

y

D1 =

 
�i1

�in

!
avec (�i1 ; ::::; �in) = f�1; :::; �ng

) Ak = XP T
y (I + Ek)D

k
0Uy

XP T
y admet une factorisation QU avec ut(sup;+)

XP T
y = QxRx

Ax = QxRx(I + Ek)D
k
0Uy

= Qx(I +RxEkR
�1
x )RxD

k
0Uy

I +RxEkR
�1
x = bQk

bRk!k!+1I ) bQk!k!+1IbRk!k!+1I

donc(
Ak = (Qx

bQk) bRkRxD
k
0Uy

An = MkSk
)
(
Mk = Qx

bQk

Sk = bRkRxD
k
0Uy

d'ou Mk!k!+1Qx

) Ax!k!+1Q
T
xAQx
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or QT
xAQx = QT

x (QxRxPy)
�1

= RxD0R
�1
x =

 
�i1

�in

!

2) Cas ou quelques valeurs propres sont �egales

a) on suppose

8><>:
j�1j > j�2j ::: > j�rj = j�r+1j = ::: = j�pj > ::: > j�nj
�r = ::: = �p
etl0espaceproprede�restdedimensionp� r + 1

�) Supposons que y admet une factorisation LU :

Y = Ly:Uy

Ax = XDkY = XDkLyUy = XDkLyD
�kDkUy

(DkLyD
�k)ij

8><>:
0 si i < j
1 si i = j
(Ly)ij(

�i
�j
)k si i > j

. Si i ou j =2 fr; r + 1; :::; r + pg (Ly)ij(
�i
�j
)k!k!+10

. Si i et j 2 fr; r + 1; :::; r + pg (Ly)ij(
�i
�j
)k = (Ly)ij

DkLyD
�k!k!+1

eL =

0B@ 1 0
1

0 1

1CA
On pose Ek = DkLyD

�k � eL
Ek!k!+10

Ak = X(eL+ Ek)D
kUy = X eL�1(�I + eL�1Ek)D

kUy

X eL se d�ecompose comme X eL = QxRx

donc Ak = QxRx(I + eL�1Ek)D
kUy

= Qx(I +Rx
eL�1EkR

�1
x )RxD

kUy

= (Qx
bQk) bRkRxD

kUy avec bRk 2 (sup;+)bRk ! I et bQk ! I
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d'autre part Ak = MkSk

donc Mk = Qx
bQk et Mk!k!+1Qx

d'ou Ak!k!+1Q
T
xAQx

or QT
xAQx = QT

x (QxRx
eL�1)D(QxRx

eL�1)Qx

= Rx(eL�1D eL)R�1
x est une matrice triangulaire sup�erieure de type

 
�1
0

!

B) Si Y n'est pas factorisable sur la forme L.U il existe une permutation Py tq Py = LyUy

la d�emonstration est sensiblement la même qu'avant.
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