Chapter 1

Rappel d’algebre linéaire matricielle

1.1 Introduction

L’algebre linéaire numérique fait partie des connaissances fondamentales que doivent maitriser les
scientifiques qui font des calculs: La résolution des systemes linéaires Ax = b ou bien du probleme
de valeurs propres Az = Az est quasiment incontournable dans la pratique de 'ingénieur .

La recherche en algebre linéaire numérique reste tres active car elle depend étroitement de 1’évolution
rapide de I’architecture des ordinateurs. De plus elle présente un intéret économique immédiat pour
les industriels.

La résolution des grands systemes (linéaires et non linéaires) est pratique et courante de nos jours,
spécialement en génie mécanique, génie civil, génie électrique et de fagon générale dans tous les
domaines ol l'on s’interesse a la résolution numérique des équations aux dérivées partielles. La
résolution numérique de ces équations conduit a 'inversion des systemes de grande taille.

Dans ce chapitre on va rappeler les notions d’algebre linéaire dont on aura besoin pour la résolution
des systemes linéaires.

1.2 Notations et généralités:

Dans tout ce qui suit, on se placera dans I’espace vectoriel £ = K™ ou K représentera suivant le cas
Rou C et n un entier naturel non nul.

La base canonique de E sera toujours notée (ey,...,e,); le vecteur v de coordonnées vy,vs,. . .,v,,i.e.,
v = > 1", v;e; sera représenté en notation matricielle par un vecteur colonne
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Le vecteur ligne dont les composantes conjuguées des composantes v* est noté v* = (v, s, . .., Ty).

Une matrice A dont I’élément, placé sur la i®™€ ligne et la j™€ colonne est a;; est notée A = (a;;).
Une matrice dont les seuls éléments non nuls sont les a;; tel que i=j est dite diagonale et est parfois
notée diag(ay, ..., any)

1.2.1 Changement de base:

Soient B et B’ deux bases de E. Soit u un vecteur de E dont les composantes sont représentées par
le vecteur X dans la base B et par X’ dans la base B'.

Si P est la matrice de passage de B" a B alors X = PX'.

Soit f un endomorphisme de E et, By = (vy,...,v,) et B’y = (wy,...,w,) deux bases de E. La
matrice de f de la base B; dans la base B’y est notée Mp, g, (f), c’est la matrice dont les vecteurs
colonnes sont formés des coordonnées des vecteurs (f(v1), ..., f(v,)) dans la base B';.

Si B, et B’y sont deux nouvelles bases de E et si I'on note:

S = MBlBQ déf MBl,BZ (I)
T = MB’IB’Q = MB'l,B'Q([)

alors les matrices de I’endomorphisme f de B, dans B et celle de By dans B’y vérifient la relation

MBQ,B'2(f) = TﬁlMBl,B'l(f)S

Plus généralement deux matrices A et B telles qu’il existe deux matrices inversibles T et S telles que
B =T 'AS sont dites équivalentes.
Si de plus S =T elles sont dites semblables.

1.2.2 Produit scalaire, produit hermitien:

Le produit canonique sur E est I'application (.,.) de E x E dans K définie par :
(u,v) =vlu =37 uw; st K=R (produit scalaire)

(u,v) =v*'u =YY", u;v; si K=C (produit hermitien).

Deux vecteurs u et v sont dits orthogonaux si (u,v) = 0.

1.2.3 Matrice transposée et matrice adjointe:

La transposée de la matrice A est notée A*. (A");; = aj; et A* désigne le conjugué de la transposée
de A.

En d’autres termes la matrice adjointe de A est (A*);; = ;.

Ainsi, si A est une matrice n X n, pour tout (u,v) € E x E alors



(Au,v) = (u, A'v) si K=R

(Au,v) = (u, A*v) si K=C

Si A est une matrice quelconque alors:

(AN = A. (A=A
(A+B)'=A'+ B'. (A+B)*=A*+B*
(AA)" = \At (M) =XA* Ve K
(AB)" = B*A! (AB)* = B*A*

Une matrice A est dite :

Symetrique si elle est a coefficients réels et si A = A’

Hermitienne si A = A*.

Orthogonale si elle est & coefficients réels et si A'A = AA = I.

Unitaire si A¥*A = AA* = 1.

Normale si AA* = A*A.

1.2.4 Valeurs propres, valeurs singulieres:

Les valeurs propres d’une matrice A sont des scalaires A € K racine du polynome caractéristique de
A jie. det (A— M) =0.
Un vecteur propre associé a la valeur propre A € K est le vecteur u non nul de E tel que :

Au = A\u

Le rayon spectrale p(A) de la matrice A est le module de la valeur propre de A de plus grand module:

p(A) = sup |\

1<i<n

Les valeurs singuliéres de la matrice A sont les racines carrées des valeurs propres de A*A (qui sont
toujours réelles et positives).



théoréme Soit A une matrice d’ordre n. Les valeurs propres de A sont situées dans la réunion des

disques suivants:
{le—au| <ri= Y layl}
1<j<n,j#i

Preuve

1.3 Norme de vecteurs et de matrices:

1.3.1 Définition:

Une norme sur I’espace vectoriel E est une application de E dans R, notée ||.|| vérifiant les trois
propriétées suivantes:

eVxeckE, |z|]|=0 <<= zx=0.
e Vxe B, YA€ K |\z||=|N|z|]

e Vo,y € B [l +yl| < ][ +1yl]-

Les trois normes les plus couramment utilisées dans la pratique sont les suivantes:
_\n .
o |[zf], =Xy |zl

o ||z|], = (X%, |#:]%). (norme euclidienne)
o ||| = maxicicn (|2i))-

Les deux premiers exemples sont des cas particuliers de la norme .|| définie pour tout nombre réel
p > 1 par:

-
el l, = (3 loal?)
=1



1.3.2 Définition:

L’ensemble M, (K') des matrices carrées d’ordre n sur le corps K est un espace vectoriel de dimension

n?.

Une norme matricielle est, par définition, une application de M,,(K) dans R, satisfaisant les trois
propriétés des normes vectorielles.

e VA e M,(k), ||Al|=0 <<= A=0.
e VAe M, (K), VYAXeK, |M]||=]|M]|A]l
o VA, B e My(K), |[A+B[|<[[A[|+]B]].
ainsi que la propriétée supplémentaire suivante:
IAB| < [|A[[||B]]

La connaissance d’une norme vectorielle sur E permet de construire une norme matricielle sur M, (K)
de la maniere suivante:

|| Ax]]

||A]| = sup ——— = sup ||Az|| = sup ||Az]|
0 |7l je<a ]| =1

1.3.3 Norme matricielle et rayon spectrale:
Théoreme:

Soit A une matrice carrée quelconque.

1. Si ||.|| est une norme matricielle quelconque :
1Al = p(4)
2. Ve > 0, 3 une norme (qui peut dépendre de € et de A) telle que ||A]| < p(A) + €.

3. Si A est une matrice normale, alors:

|Ax]l; _
Tzl.

[1All2 = sup p(AA*) = p(A)



Preuve
. Soit A une valeur propre de A et v un vecteur propre associé :

Av = v => |[|v]| = [[Av|| < [|A][]|]]

soit pour toute valeur propre A de la matrice A, || < ||A|| donc p(A) < ||A]|

Remarque :

Toute matrice A peut s’ecrire sous la forme A=QTQ*, oli Q est une matrice unitaire et T une matrice
triangulaire supérieure dont la diagonale est formée des valeurs propres de la matrice A

Al
A2
An

Soit 0 un nombre réel strictement positif, et soit D € IR"*" la matrice diagonale

o 0 0
0 62
D =
0 0 o
On vérifie que
A1 6T1,2 (52T1’3 5n—lTl’n
)\2 (5T273 6n—2T2,n
(@D)'A(QD) = D7'TD = 52
5Tn—2,n
5Tn71,n
An

Pour toute matrice A et tout réel £ donné, on peut trouver 6 € IR tel que

<e/n

| —1
mari«; ‘(5‘7 T%,j
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Alors la norme matricielle (dépend de A et £) définie pour toute matrice B par

1Bl = [@D)*B@D)|_

vérifie I'inégalité
[A[l 40 < max; [Ai] +¢
Par ailleurs, cette norme matricielle subodonnée a la norme vectorielle
v @y

car

I@D) ' B@D)ylly _ . |I(QD)"'Ball,,
lyllc ON@D) x|

|(@D) 'B@QD)| | = max,

pour un réel £ > 0 donné, on a associé a la matrice A une norme matricielle qui vérifie

Al =& < p(A)
On a p(A) <||A||,; de plus par définition
2
Az |, (Az, Aw) 1 (A"Az,2z) 1 1
A = = _— )2 = T 2 = )2 A*A
|| ||2 maxXg-o ||JZ||2 maxl‘io( (x,x) ) max 750( (JZ,:L‘) ) ,0( )

En effet A*A est une matrice hermitienne, qui admet une base de vecteurs
propres orthogonaux {vy,vs, ..., v, } , en rangeant les valeurs propres associées \;(A*A) € IRT

A(ATA) < N (AA) < o< g (ATA) < N (AFA)
on obtient pour tout vecteur u € E
U= Z?Zlaivi et A*Au = Z?Zlai)\i(A*A)vi
Ainsi

(Au, Au) _ S el [Ni(A*A)] (03, v0)

(u, u) Yict o] (vi, vi)

< max;\;(A*A) = p(A*A)

Dans le cas d’'une matrice A hermitienne (A = A*), on écrit de méme

7



(Au, Au)

W:Z ol I\ (A (i, 0) /3

(3, v) < max; |\i(A)[* = p2(A)

On vient de rappeler que pour toute matrice A, la matrice A*A est hermitienne, et ses valeurs propres
A(A*A) sont réelles positives.

1.4 Condionnement d’un systeme linéaire:

Considérons ’exemple suivant:

soit:
0 7 8 7 32 1
7 5 6 5 23 ) 1
A= 3 6 10 9 et b= 33 La solution de Ax = b est z = 1
7 5 9 10 31 1
32.01
6o . . R .. , , 22.99
Etudions maintenant le systeme légerement perturbé suivant: Ay = b’ avec b’ = 33.01
30.99
1.82
La solution de ce systeme est y = _10;;)6
0.79

A une perturbation relative du second membre de 0.01, correspond une perturbation relative de
I’ordre de 1 sur la solution.

De méme une légere perturbation de la matrice A peut entrainer des variations considfables de la
solution A’z = b

10 7 81 7.2
7.08 504 6 3
8 591 989 9
6.99 499 9 9.98

ou A’ =



—81
137

—34
22

a pour solution z =

tout ceci peut paraitre trés étrange, d’autant plus que Az = b semble tout & fait inoffensif.

Ceci est tres génant lorsqu’on s’intéresse a la résolution numérique de ce systeme : si chaque erreur
d’arrondi faite par un ordinateur lors de ’écriture d’un systeme linéaire est susceptible d’étre amplifiée
200 fois, on imagine que le résultat fourni apres meme un tres faible nombre d’inversions de systemes
de ce genre risque de n’avoir aucun rapport avec le résultat exacte .

Il faut donc eétre capable de prévoir a priori de combien une erreur sur les coefficients du systeme
peut étre amplifiée.

On introduit alors la notion de conditionnement d’une matrice inversible .

1.4.1 Définition:

Soit ||.| | une norme matricielle subordonnée.
On appelle conditionnement de la matrice inversible A (relativement a cette norme ), le réel

p(A) = [|A]]]|A7)|

La connaissance de p1(A) fournit une majoration des perturbations relatives des solutions de I’équation
Ax = b en fonction de la perturbation relative du second membre.

1.4.2 Théoreme:

Soit A une matrice inversible. Soient x et z + Ax les solutions des deux systemes linéaires Az = b et
Ax = b+ Ab.

On a la majoration suivante:

< w2l

Preuve:

Az =0
Alx +Ax) =b+ Ab



= AAz = Ab= Az = A~'Ab Donc
|Az] | = ||AAb|| < [|A7||l|Ab] |

D’autre part
1ol | < [[AL]]] |

Et donc

Ab|| _
[101]

[1A]]

Lo_ Al [[Ae]] _ mi
< = < [JANIA™ =
[l = foll el

1.4.3 Théoreme:

Soit A une matrice inversible.
Soient x et x+ Az deux solutions des systémes linéaires Ay = b et (A+AA)y = b. On a la majoration
suivante:

|Az] |
[|Ax +x|| —

|AA]]

Preuve:

Az = b

(A+ AA)(x + Ax)

Az + AAz + AA(z + Ax)

AAz + AA(z + Azx) = 0.

Ar = —ATAA(z + Ax).

|1Az| | < [[AT[[AAL[|Az + ]

el < |41 [[|AA]] = p(4) L2al

LR A

1.4.4 Théoréme:

Soit A une matrice inversible.
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pd) 2 1. . pA) = M,Ef(;)l) Ou Ay et A_ sont réspectivement la plus grande
plad) = p(d) Vo e R pp(A) = A_(A)"

et la plus petite valeur singuliere de la matrice A.

e Si A est normale:

_ )
n2(4) = Ry

Ou A (A) et A\_(A) sont réspectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de la
matrice A.

e Si A est unitaire ou orthogonale:
pa(A) = 1.

e Si U est une matrice unitaire:

pi2(A) = p2(AU) = p2(UA) = pa(U*AU).

Preuve:

e Les trois premieres proprietées sont évidentes.

o pa(A) = |IA] LIIAT .
[1Al]," = p(A7A) = AL7(A).

A7 ]," = p(A7H(A™)*) = max; [Ai(A7(A7Y)")] = max; Aiz(z‘rl)‘
_ . 1 _ 1 _ 1
= max; )\iz(A)‘ — mini|/\i2(A)| /\_2(14)'

donc pp(A) = Af—(A).

e A normale = A~! normale.

n2(A) = p(A)p(A™) = =3

e Si A est unitaire, toutes les valeurs propres sont de module égal a 1.
Donc ps(A) = 1.

e U unitaire, la norme matricielle est invariante par transformation unitaire,

donc [|A[], = [|AU]],.
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Chapter 2

Résolution des systemes linéaires

Soit le systeme Ax = b ou A est une matrice carrée n X n inversible a coefficients dans K.
Le but de ce chapitre est l’étude des méthodes pratiques de résolution d’un tel systéme (pour n grand).
On dispose de deux types de méthodes:

e Les méthodes directes: x est obtenu exactement au bout d’un nombre fini d’opérations.

e Les méthodes itératives: x est obtenu comme la limite d’une suite infinie convergente, (i.e.
x = limg, 00 ™).

2.1 Méthodes directes:

2.1.1 Méthode de Gauss:

Exemple:
Soit a résoudre le systéme:

20 +3y+z=5 (1Y)
(S) br—y+2=9 (2"
ir+4y+3z2=-1 (3"

1. On élimine x dans les équations (2') et (3') par combinaison linéaire avec I'équation (1').

2h) -2(1) <« (—1—12—5)1g7;+(13—g)z7:9—%
) <~ —7y — 52’ = —3-
BY—-2(1") = (- %)Igg + (311— 1z :9—1 -3
< 7Y + TR ="7
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Le systéme (S) devient:

20 +3y+2=5 (1%
— 7

—137y _11527 ¢ 2

Tyt gr=—1 (39

2. On élimine y dans 'équation (3%).

13
(3%7) — (28 = Ba=-22

M

Enfin le systéme (S) s’écrit:

2v4+3y+2=>5

17 3., _ 7
U 2y1482_ 2424

3. La dérniére équation donne z, I’équation (22?) donne y puis [’équation (1) donne z.

2.1.2 Description de la méthode de Gauss:

La méthode de Gauss se fait en deux étapes:
La premiére ( les points 1 et 2 dans 'exemple ) est la triangulation du systéme, la deuziéme ( le
point 3 de ’exemple ) est la résolution du systéme triangulaire.

1. Triangulation:
La méthode de Gauss ramene la résolution de Ax = b a la résolution d’un systéeme dont la
matrice est triangulaire. Pour cela, on cherche une matrice inversible L telle que LA soit tri-
angulaire, alors:

Ar=b <<= LAx=1b

En pratique, on détermine L comme produit de matrices élémentaires
L=1L"1tL" 2.  L?L'. avec:
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w10 Lo 0
L! = 2_1 L . , L2 = 0 I3 1 0
I,y 00 ... 1 0 1L, 0 1
1 00 0
010

L L=

00 @ Iy 1

Ces matrices sont triangulaires inférieures de Det égale a 1.
Nous supposons que a1 de la matrice A est non nul.

La 1 7€ étape de la méthode de Gauss consiste ¢ multiplier A = AD) par la matrice LOY.

Avec
l_az1l_031 l_am
21 = T 531 = Ty eylnl = ———
a1l a1l a1l

On obtient une matrice A® = LM A1),

a1 12 Q1n
A0 _ 0 a22(2) a2n(2)
0 a,® 0, @

Supposons que an? est non nul, la 2 eme étape consiste ¢ multiplier A® par L(?).

a1 12 13 e Q1n
0 022(2) 23 (2) e azn@)
A® =14 = | 0 0 axp® ... a3®
0 0 an® ... ap®
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Le processus se poursuit et on obtient a la fin de la (n — 1) eme étape une matrice A™.

ail a12 ais R A1n
0 022(2) 23 (2) Ce azn(Z)
AM = D pm=2) W AO | 0 0 azk® ... oa3,®
0 0 0 ™

et :

Les matrices L™V ... LW sont inversibles donc L est inversible.

Ar=b <+— LAz=ILb +— AWg=p"

2. Résolution du Systéme Triangulaire:

anry + apere + ...+ Aty = b1
0 —+ 6122(2)1'2 4+ ...+ a2n(2)xn = b2(2)

04 ... 40+ ap, ™z, = b,

Ce qui se fait en remontant:

_ b,™

Ty = PR O

T = ﬁ(bi(i) — i ai;Ww;)  pouri=n—1,..., 1.

On note a;.*) le Pivot de Gauss.

e Cas d’un Pivot nul:
Comme nous lavons déja remarqué, la procédure ne peut continuer que si le Pivot ap,® est
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non nul. Plus exactement, le processus se poursuit si parmis tous les a;,™ pour i =k, ..., n,
il y en a un non nul qui puisse servir de pivot apres échange de ['ordre des équations restantes

Exemple :

r+y+z+t = 2
r+y+2z—4t = -1
x—y—%z+2t =1
20 +y — 3t = 3

ayy = 1 #0, la premiére opération donne

TH+y+z+t = 2

0+2—5t = -3
3 _
—2y—3z+t = -1
—y+ 2z — gt = -1
agIZ) = 0 mais ag) = —2 #0 et on peut éliminer y de la derniére équation et permuter

la 2éme et la troisieme équation, ce qui donne :

rT+y+z+1t = 2
3 _
0—-2y—352+t = -1
0 0 z-—25¢ = =3
00 —3z—3t = —1

T4

Changement de pivot :

Si apres la (k — 1) étape a,(ﬁc) =0, A® est inversible, puisque A®  posséde des 0 sous la

diagonale dans les (k — 1) premiéres colonnes, il existe j(j > k) telque ag-’,? # 0 on échange
alors les lignes j et k.
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Autrement dit, on pose :
ARAD) — [ (B) 50k AR o S20R) est la matrice de permutation

10 00000

01 00000

(k) 00 00100
- 1.

10000

00010

0 0001

la matrice Z(j’k) est inversible de det -1

Stratégie des pivots :

1l est préferable méme lorsque le pivot n’est pas nul de choisir un pivot aussi grand que possible
en valeur absolue (afin d’attenuer l'importance des erreurs d’arrondi).

Donc, a la k™ étape du calcul on améne en position pivot (c’est a dire lintersection de la

kieme ligne et la k'™ colonne) le terme ag-’,? de module mazimum, tel que :
‘agz) ‘ < ‘agz) ‘pouri >k

(k)

S7il existe plusieurs indices j tels que ‘ajk ‘ soit le plus grand de
plus petit de ces indices i. on échange alors les lignes i et k.

az(,]:) ‘ (i > k) on prend le

Traitement du second membre :
Les élements de b doivent subir les mémes combinaisons que les lignes de la matrice.

Conclusion :

k+1)

Une fois I'échange des lignes éffectué, on obtient Al par les formules :

k
ak+1:a£_ﬁrj_aikal;c?j sik+1<i<netk+1<j<n

ij ak,
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B ) _ gl (k)

(k) -
Qe

aitt = oW D — B g1 <i<ket1<j<k

ij ij o Ui
aif' =0 sik+1<i<net1<j<k
Nombre d’opétations

d la k"™ étape, nous devons calculer (n — k + 1)(n — k) termes, et le calcul de chaque terme
nécessite 3 opérations (1 soustracion, 1 multiplication, 1 division). Le nombre total d’opération
est donc :

(n—1) (n—1)

n—1 (n—1)
3 ;(n—k—i-l)(n—k)zii(z:(n—kf—l— ;(n—k)

k=1

nn—1)2n—-1) 3n(n-—1)
6 * 6 )

1
=n(n—1)(n+ 5)
Il faut compter en plus la résolution du systéme triangulaire, ce qui demande n? opérations.

Le nombre total d’opérations est de l'ordre de n®, pour n grand.

Comparaison avec la formule de Cramer :

Dans la formule de Cramer, chaque inconnue est calculée comme un quotient de 2 déterminants
de matrices n x n(*) un tel déterminant est une somme de n! termes dont chacun est le produit
n coefficients. 1l y a en tout (n + 1) déterminant & calculer, donc n(n + 1).n! opérations a
effectuer.

() ﬁ;t(A) _ (;?t(Amgzé)dl-e[Z(Aa) avec e(o) est la signature de la permutation o
= o€eSy i=1%io(7)

Sin est grand la formule de Stirling donne n! ~ (2)"v/2IIn. Donc la résolution du systéme

par la formule de Cramer nécessite n"t2e="\/2IIn opérations, ce qui est trés grand que celui
nécessité par la méthode de Gauss.
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Exemple : Pour n = 100 en utilisant un ordinateur qui fait 10%0p/s

nb d’opération temps
Gauss  6,6.105 10725
Cramer 106! 10'%3s

2.1.3 Décomposition de la forme : A= L.U

Lorsqu’on résoud le systeme Ax = b par la méthode de Gauss sans permutation de lignes, c’est
a dire lorsque tous les pivots sont non nuls on écrit :

LY LW Az = L™= LMp

ot A est triangulaire supérieure

on pose

on a

A=L"1A"M

L étant un produit de matrices triangulaires inferieures, est aussi triangulaire inferieure. L1
[’est aussi.

A™) est triangulaire supérieure. Dans ce cas, on a donc
A=1L1AM
ot L1 est triangulaire inferieure et A™ est triangulaire supérieure.

Définition :

Soit A une matrice carrée d’ordre n. on dit que A admet une décomposition du type A = L.U.
S"il existe une matrice L triangulaire inférieure et une matrice U triangulaire supérieure telles

que A =L.U

Définition :
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Soit A une matrice d’ordre n, soit p inférieure ou égale a n, on appelle mineur fondamental
d’ordre p de A, le déterminant de A, ou A, = (@ij)1<ij<p

Proposition : Soit A une matrice d’ordre n, non singuliere. Alors A admet une décomposition
du type A = L.U si et seulement si les mineurs fondamentaux de A sont non nuls. Dans ce
cas la décomposition est unique si on impose la valeur de L ou U sur la diagonale.

Preuve :

1) Condition nécessaire

det A # 0
A = LU
det L # 0
det A # 0 = det L.detU%Oé{detU 20

Aij = P p=1,..n LitUk;
i = Yp=1,..; LitUrj puisque L est triangulaire inférieure
Soit p: 1 <p<mn. Alors si i et j sont <p on a

ag =y LUy,

k=1,....p

et donc

A, = L,.U,

det Ap = det Lp. det Up = (HiZI,...,pLii)(HiZI,...,pUii)

{det L#0 = det L,#0

det U£0 = det U,,;Ao};‘det Ap 70

2) Condition suffisante :

On suppose que c’est vérifié jusqu’a ['ordre n—1. Soit A une matrice d’ordre n, non singuliére,
dont les mineurs fondamentauz sont non nuls.

20



()
c Ann

Les mineurs feondamentauz de A sont non nuls, donc les mineurs fondamentaux de A,,_1 sont
non nuls. d’apres Uhypothése de récurrence A,_1 admet une décomposition du type

An—l = Lp1.Upy

On cherche alors une décomposition A = L.U avec

L:<Ln—1 0 >€tU:<Un_1 Y )

On proceéde par identification de bloc ce qui donne

An—l = Ln—lUn—l

c = z.U,
d = Lnfly
Gnn = xy+ lnnunn

L, et U,_isont inversibles donc :

on obtient x et y par la deuxieme et la troisieme équation, puis la quatréeme équation donne
lpn €t Up, non uniques.

Si on fixe la valeur de l,,, on obtient u,, de maniére unique.
Remarque :

Lorsque A=L.U on a .

Ly = 1»

szb@{Ux _
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2.1.4 Meéthode de Scholeski

Cette méthode ne s’adresse qu’a des matrices symétriques définies positives.
Lemme :

Si A est symétrique, définie positive, il existe une matrice S = (S;;) réelle triangulaire supérieure
telle que : A=S'S et S;; >0(i=1,....,n)

Preuve :
Raisonnons par récurrence sur [’ordre n de la matrice A.
- Pour n=1, le lemme est évident.

- Supposons la proposition vraie jusqu’a 'ordre (n—1) et écrivons la matrice A (qui est supposée
symétrique) sous la forme :

Puisque A est symétrique, définie positive dans ITR™, A,_1 est symétrique définie positive
dans IR™ ', par hypothése de récurrence il existe une matrice S, triangulaire supérieure,
d’ordre (n — 1), telleque:

Anfl =S

n

. Snfl z
s=(5" 5

_1-5n-1

Posons :

Nous avons

ST.Sn — ( Srj;—lsnfl Srj;—lz )

'S, A+ 852,
Cherchons a identifier ST.S, a la matrice A:

c=8' 2z et ap,=2" .2+ 52,

Nous devons donc prendre z = (SI_ )~ .c et montrons qu’alors ap, — 2.2 > 0
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Soit Spn l'une des racines carrés de (an, — 2%.2) (qui, a priori, peuvent étre imaginaires)

Sn—l z

par hypothese : S, = < 0 S,

> et nous voulons avoir A = SI.S,

alors det A = (det S,,)? = (det(S,-1))%.52,
puisque A est définie positive : det A > 0, donc ap, — 27.2 = S%, > 0 et Sy, réel.
Nous choisissons alors pour Spp = Vap, — 21 .2

le lemme est démontré, avec S, = S

Sll . . Sln
Déterminons la matrice S =
0 Snn

Identifions A et ST.S
Vet ai; = p_1Ski-Sk; il suffit d’étudier les termes a;; tels quei < j
- SZZ:]:]_ N CLH:SIZI B 511:\/011

—SZZ:]_,]>]_ alj:SHSlj, dOTLCSlj:%

-S> 1,] =9 : Qi = Z}CZIS,Z Szz =/ Qi — 2?:115131

- St > 1, 1< nets <j <n, Sij = [aij — Zﬁc;llsmsk]]/sm

Nombre d’opérations:
T . X n . . _ n(n%?-1) n3
- Multiplications : 377 (i —1)(n — i+ 1) = =5— ~ %

- Division : >0 (n—1i) = n(n2—1)

- Addition : Y (n—i+1) = n(n;l)

2.1.5 Méthode de Givens
Présentation de la méthode

Considérons une matrice (n x n) de la forme :
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cos(#) sin(f) 0

Q) = —sin(d) cos(@) 0
0 y —
Q(0) est la matrice de rotation d’angle 6 dans le plan (x3 = ... = z,, = 0)

La matrice Q(0) est orthogonale, et det@Q(f) = 1
si C' est matrice (n,q) (¢ € IN) et si C" = Q(0)C
soient L; (1 <i < n) les lignes de C, L, (1 <i < n) les lignes de C":

L) =cosOL, +sinfL,

Ly = —sinfL; + cos 0L,

considérons la matrice :
aiy...a
A — nn
QApt..-Apnp

On cherche a mener des 0 sous la diagonale de A, et d’abord dans la premiéere colonne, en
multipliant o gauche la matrice A par des matrices convenables

- st ayn = as =0 :on passe a la troisieme
- st ayy et as; ne sont pas simultanément nuls

posons :

cos(f)  sin(f) 0
QU = —sin(f) cos(6) 0
0 [n72
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avec

cosf = sinf =

11 21
)
2 2 2 2
\/ai + a \/ai + a

alors AZY = QWD A posséde un zéro a la place de ag :

2,1 2,1
agl’ ) () ag(n’ ))
2,1 2,1
42— | 0 (9o oo Gy
a31 32 A33 - Q3p
Apl  eeverenianenn Anpn

Pour faire apparaitre un zéro a la place de as;(s’il n’y en a pas déja un), posons :

cosf 0 sinf

0 1 0
(2,1) —
@ —sinf# 0 cos#f
0 [n—3
avec
aiy" . as
cosf = — , sinfl = —
(t?)? + oy (ait")? + a3
et

ABD — gD 4@

Le processus se poursuit jusqu’a la derniere ligne.

Nous obtenons :

A = =t @0 4

ot A posséde des zéros sous sa diagonale en premicre colonne, et ot les matrices QY
sont orthogonales de determinant 1.
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On passe ensuite o la deuzieme colonne ot Uon fait apparaitre des zéros sous la diagonale en
maultipliant A™Y) & gauche par des matrices de rotation de la forme :

1 0 0 . .. 0
0 cos(@) 0 sin(@) 0 0

0 1 0 .. 0

. . 0 1 0 . 0
0 —sin(@) 0 cos(@) 0 0O

010

01

Le processus se poursuit, colonne par colonne, jusqu’d obtention d’une matrice A™™ triangu-

laire supérieure.
Al — . A

ou Q) est un produit de matrices de rotation :
Q=T .,
La matrice QQ est orthogonale, det@) =1

Exercice

Ecrire ’algorithme de cette méthode puis calculer le nombre d’opération nécessaire pour résoudre
un systeme linéaire de dimension n.

2.1.6 Méthode de Hausholder

1l s’agit encore de faire apparaitre des zéros sous la diagonale, d’abord en premiére colonne
’ ’
pUiS en seconde colonne, etc,..., _]USQU ‘a la (7’L - 1)7,eme colonne.

Dans une premiére étape on cherche une matrice B telle que :

BOAY
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soit paralléle a

€1 =

On note A.(ll) la premicre colonne de A%V = A.

Lemme 1 :

Soitu € IR" | ||ul| = /S u? =1 la matrice H = I —2uu” est orthogonale et elle représente la
symétrie par rapport a ['yperplan P, orthogonal a .

Preuve

On a H est symétrique : H" = (I — 2uu™)" = H
H" H = (I — 2uu™)(I — 2uu")

=1 —2uu” — 2uu” + duu” uu”

=1

Donc H est orthogonale

Vo€ IR Hr =z — 2u.(u” )
Et uTx est en fait le produit scalaire < u,x >: la composante de x suivant u est changée de
signe (multipliée par -1). La composante suivant P est inchangée.
Lemme 2
Soit a € TR";non paralléle a eyl existe uw € IR",il existe a € IR, tels que

Ha = ae; avec H =1 — 2uu”

Preuve
On a [[Hal| = [laei]| = |af
H est orthogonale = ||Hal|| = ||al|

On prend donc o = =+ ||al|
Posons p=u".a
a—2uula =ae; = at.a —2a"uu"a = aa’ey

= |la||® = 2p2 = % ||a|| ey (aveca, = aTey)
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al*+llallar _ lal|(llalla1)
2

:>N2:H .

Vérifions que 7”‘1”("(;'&“1) >0
a n'est pas parallele a e; : i # 1 tel que a’e; # 0

+a; < ay| < lal]

Donc
all(||a]| £a

p= + Il H(||2|| 1
et
uz 0

Ha=ae & a—2up = ae

Donc u = 45t

m

La premaere étape du calcul consiste a former
A =HOA

ot HY est la matrice de symétrie donnée par le Lemme 2 avec a = A_(ll), la premiere colonne

de A .

]
A@) — g 40 — =(I— QUUT)A(I)

On applique la méme technique a la matrice Aﬁfll,n_l pour faire apparaitre des 0 sous la diag-
onale dans la deuziéme colonne. Le processus se poursuit jusqu’a triangulation de la matrice

A.
Exercice

Ecrire un programme pour résoudre un systéme linéaire Ax = b par la méthode de Housholder.
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2.1.7 Meéthodes Itératives :

Introduction :

Résoudre le systeme linéaire Ax = b par une méthode itérative c’est construire une suite de
vecteurs (™ telle que limmﬁﬂox(m) =z et Ar = b.

Pratiquement on arrétera évidement les calculs dés que ['on aura atteint la précision désirée
(ou imposée par la machine)

Toutes les méthodes itératives classiques sont du type :
M) = Bz 4 ¢ (1)

ot B est une matrice carrée (n,n) et ¢ € IR™ ou C\.

Ces méthodes se construisent toutes de la maniere suivante :
on pose A= M — N

ou M est inversible et, en pratique, facile a inverser (en particulier matrices diagonales ou
triangulaires).

On détermine la suite '™ par la relation de récurrence :
Mz = N 4 p
c’est-a-dire
2D = MINZ™ 4 M

B=M1N

(m+1) — Bqp(m)
donc x Bz'"™ + ¢ avec { c— M-

Convergence des méthodes itératives :

Cherchons & quelles conditions sur B et ¢ la suite x™ définit par la relation (1) soit conver-
gente.

On appelle x solution exacte : x = A~'b
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r=DBr+ (I -B)x

d’ou

v =Br+ (I —B)A™"

M) = Bz 4 ¢

Retranchons membre a membre ces deuz égalités :
gm) g = B(z™ —z) +[c— (I — B)A™'1]
Définition :
On dit que la méthode (1) est consistante si, lorsque la limite de la suite ™) egiste, cette limite

est la solution x.

Supposons que ™ converge , soit y = lim,, 2™ alors y—x = B(y—x)+[c— (I — B)A™'0]

pour que la méthode (1) soit consistante, il faut et il suffit que :

(I-B)(y—z)=c—([I-B)Ab=y—1=0

c=(I—B)A %
donc (1) consistante si et seulement si
I — B estinversible

Définition :

Une méthode itérative est dite convergente si quelque soit le choiz de vecteur initial (%,

lim,, eoz™ = A b =2
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Lemme :

On suppose que la méthode (1), associée a B et ¢ est consistante. Alors cette méthode est
convergente si, et seulement si : lim,, ., B™ =0

Preuve :

Puisque la méthode est consistante : ¢ = (I — B)A™'b et Ym, 2™ — 2 = B(z™ — x), par
récurrence, on obtient :
2 _ g = BOm (50 _

la méthode est convergente si et seulement si :

B™ (0 — z) - 0,vz®

c’est-a-dire si et seulement si : B™z — 0 quand m — +oo Vz

ceci est équivalent a B" — 0 quand m — 400

En effet, si B™ — 0,Vz |[|B™z|| < ||B™||.||z|| = B™z — 0

Réciproquement : si ¥z, B™z—m 500 , alors prenons successivement par z les valeurs
de la base canonique e;(j =1,...,n)

B™e; — 0 et BMe; est le jieme yecteur colonne de B™ , donc B™ — 0

Proposition

Soit B une matrice (n,n); alors im,, ., B™ =0 < p(B) <1

a) Condition suffisante :

si p(B) < 1: 3dn> 0 telque p(B) +n < 1 alors d’aprés le théoréme cité, il existe
une norme ||.|| telle que : |B|| < p(B) +n <1 d’ou [|B|"™ =100

comme 0 < ||[B™|| < ||B||™, on a [|B™|| = 0

b) Condition nécessaire :

Supposons que p(B) > 1. Alors B posséde au moins une valeur propre X,
de module :|\| > 1, soit © un vecteur propre de B correspondant d A:

Bx = Az, d'ou B™x = \"x VYm

le vecteur x est non nul et |\™| tend vers 1 ou 400 quand m — +oo, donc B™x ne tend pas
vers 0 et B™ ne tend pas vers 0.
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2.1.8 Principales méthodes itératives :

Nous allons voir trois méthodes applicables dans le cas ou tous les élements de la diagonale de
A sont non nuls.

a) Méthode de Jacobi
On pose pour cette méthode :
M =D ,N =FE+ F avec D = (dij) est diagonale

diz =a; st 1=]

E = (e;;) est strictement triangulaire inférieure

eij:0 St ZS]
€ij = —Qjj st 1>

F = (fij) est strictement triangulaire supérieure

fij =0 st 127
fij:—aij st Z<]

on a : Dz = (E 4+ F)z(™ +b
D est inversible puisque tous les a; sont non nuls.
Soit

a/.. b . .
gttt ==Y .ﬂxgm)—i-—z Vil<i<n
7t ay, g

m+D) 4 partir de celles de (™.

Par la méthode de Jacobi, on obtient les composantes de x
On appelle B = M 'N la matrice de l’itération :
Soit B= DY(E + F)

b) Méthode de Gauss-Seidel
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On pose ici M = D — E, N = F et on écrit la formule de récurrence :

(D — E)z™ = Fal™ 4

Soit .
4 o ,m+l o m ) . .
ijlamxj = Zj:iﬂa”a:j +b0;Vil<i<n
i—1 n (m)
m+1 __ m+1 m
iz ==Y aaltt = 30 aya™ + b
1 i—1 Qi L L b
+ + . .
xl(m ):—fogm )—fogm)+jV21§2§n
j=1 Yii j=i+1 “Yii 0
Remarque:

Dans la méthode de Jacobi, la jeme composante de (™Y est calculée en fonction des (n-1)
composantes de ™) qui doivent donc étre conservées en mémoire jusqu’au calcul de x%m“) )
Par contre la méthode de Gauss -Seidel donne la i®™¢ composante de ™Y en fonction des
(i — 1) premicres composantes de x™V) et des (n-i-1) dérniéres composantes de ™. Elle ne
necessite pas la conservation en mémoire des autres coposantes de x(m), ce qui est un avantage

importantsur la méthode de Jacobi.

Pour la méthode de Gauss-Seidel, on a la matrice de l'itération

B=M'N=(D-E)'F

c) Méthode de Relaxation

Pour cette méthode on pose :

1 1
M=—-D-E,N=(=—-1)D+F
w w

ot w est un nombre réel non nul, (on verra en suite, d’autres limitations pour w). Il faut en
fait que w €0, 2].
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On a la formule de récurrence :

(LD Byt — (L 2 1yp 4 Pyt b

w w

Soit :
(D —wE)z™) = (1 — w)D 4+ wF)2™ + wb
1 n a; 1 1) b
:vz(-er) (I-w)zl —w ) g —wz m+ +w— 1<i<n
j=i+1 azz j=1 azz )
Remarque

1/ si w =1 on retrouve la méthode de Gauss-Seidel

2) on dit qu’il y a sous ou sur-relazation suivant que w < 1 ou w > 1

Convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel

Proposition :

Soit A une matrice a diagonale strictement dominante, alors les méthodes de Gauss-Seidel et
de Jacobi sont convergentes.

Preuve :

a) Montrons que la méthode de Jacobi est convergente.

La matrice de litération B est égale & D' (E + F)

Soit B = B;; { Bij:_% si 1#£]g

A étant a diagonale strictement dominante on a :
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Yizg |Bijl = Yigj | ok

et les valeurs propres de B sont donc dans le disque de centre 0 et de rayon strictement inférieur
al.

Donc toutes les valeurs propres de B ont un module strictement inférieur a 1 et p(B) < 1

Donc la méthode de Jacobi converge.
b) Montrons que la méthode de Gauss-Seidel est convergente.
11 suffit de verifier que si X valeur propre de la matrice d’itération B = (D — E)™'F | |\| < 1

Soit y # 0, y € IR™ un vecteur propre associé a \ alors :

(D—E)"'Fy =)y

ou encore

Fy= XD - E)y

n

—)‘Za” -3 “_Zyj:)\yi i=1,..,n

j=1 Qi j=it1

y étant non nul , 3o tel que: |y,,| > ly;| j=1,...,n ety;, #0

Z01 n

a; Qi s
iy = —A Z ZOJ — Z ﬂyj
j=1 a’ZOlO j=ip+1 Qi
alors
|)\|<|)\|Z zoj| Z |aioj|
j<io | @i | j>io |Gigio |
d’ou
|al0J | Qi 5 Qi 5
Al (1= ol (1= S | L)
]%7,:0| 207'0| Jgi:o aioio Jgi:o aiOiO

d’apres la diagonale dominance.
Donc |\ < 1
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Convergence de la méthode de relaxation :
La matrice d’itération de la méthode de relazation est B = (D — wE) '((1 —w)D + wF)

Théoreme

Si la méthode de relaxation de paramétre w converge alors w € |0, 2]

Preuve :
detB = det((D — wE) ' ((1 — w)D + wF))
det((1 — w)D + wF)
det B = =(1—w)"
¢ det(D — wE) (1-w)
et on a

|det B| = [ITi, Aif

ou \; est une valeur propre de B

si la méthode converge alors p(B) < 1
1 —wl" < (p(B)" = [1 —w| < p(B)
et donc

1—w|<1=we]0,2|

Théoreme :

Soit A une matrice carrée d’ordre n, hérmitienne non singuliére. Si la matrice D est définie
positive, la méthode de relazation pour A est convergente ssi w € 10,2[ et si A est définie
positive.

Preuve :

a) Préliminaires :
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Soitx € IR"y=Bx,etz=x—1y

on a

y=(D—-wE) (1 —w)D+wE")x

(D—-wE)y=((1-w)D+wE")x
Soit
(D —wE)z =wDx —wE*s —wE*x = wAzx

et
Dy — wEy+wDy — wE*y = (1 —w)Dz+ Dy + wE*z

Jou { (D —wE)z = wAzx

(1—-w)Dz+wE*z =wAy
= w<z,Ar > —w <y Ay >=<z,(D—wk)z> - <y,(l —w)Dz+wE*z >
=w<z,Ar > —w < y. Ay >=<z,(D—wE)z > - <y,(1—w)Dz > - <y,wE*z >
=<z,Dz>—-w< FEz,x >4+w<Dz,y>—-w<y,Ez>
D ¢étant réelle positive
= w<z,Ar) —w <y, Ay >=< Dz,z2 > —w < z, E*x > 4w < Dy, z) — w(z, Ey)
=< Dzz2)—w<z F'v+ FEy>+w< Dy,z>
or on a :

(1 —w)Dx +wE*x +wEy = Dy

donc

w<z,Ar > —w<y—Ay >=<Dz,z>—<z,Dy— (1—w)Dz)+w < z,Dy >

=2—-w) <z Dz>

on a donc le résultat suivant

(2—w)<Dz,z> = w<zAr>—w<y,Ay >
our € IR, y=Bx e z=x—y
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b) supposons que A est définie positive et w € |0, 2]
Montrons que la méthode de relaxation est convergente,

soit X valeur propre de B, soit x un vecteur propre de B associé a A
y=Br =M\

(*) donne
2 —w) |1 = A <z,Dz >=w(l - |\]") <z, Az >

A# 1 car si A =1 la relation (D — wE)z = wAz
devient wAr = 0w # 0 = Ax = 0 = A singuliére

on a
2-w)[1 =\ <z,Dz>>0

A étant définie positive, donc
I-\>0= )\ <1
donc p(B) < 1 = la méthode converge

Réciproguement, supposons que la méthode de la relaxation converge et que A n’est pas définie
positive on prend le vecteur initial de U'itération tel que Uerreur initiale e® vérifie

< Ae’ e <0
(*) donne
(2—w) < D(e’ —e'),e’ —e! >=w < e’ Ae” > —w < €', Ae! >

e!' = BeP et 1 n’est pas valeur propre de B
donc e' = Be® et 1 n’est pas valeur propre de B
donc e! # €°

on a

(2—w) < D —e'), e —e' >>0
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donc
< e A’ > > < el Aet >

on vérifie de méme que :
<™ Ae™ > > < ™A™ > Vm

ce qui est contradictoire du fait que e™ —,, .0 0
et donc
< e A" > 10 0

donc A est définie positive

Remarque :
Si la matrice A est décomposée en blocs A;; de taille n; x n; (les blocs diagonaux A,

sont donc carrés) on peut décomposer A sous la méme forme A = D — E — F, mais ou cette
fois D est la matrice diagonale par bloc dont les blocs diagonaux sont les blocs Ay, —FE est
la matrice composée des blocs situés sous les blocs diagonauxr de A et —F des blocs situés au
dessus des blocs diagonaux de A. On définit alors comme précedement les méthodes.
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2.1.9 Meéthode de Projection

Introduction

On cherche a résoudre Ax = b ou A régiliére

Soit z € IR".

Posons I, ={x € IR"/ < z, Ax — b >= 0}
Proprieté :

Le plan 11, contient x* = A~'b et il est normale ¢ AT z

Preuve :

< ATz 0y — 19 >=< 2z, Ay — Axy >
=< z,Ar; —b>— <z, Axyg — b >

=0=x — .ZUQJ_ATZ

Principe de la méthode:

Soit ) une approzimation de x* comme x* € Il il est naturel de chercher x®+Y dans
1. On prendra PtV comme étant la projection orthogonal de x®) sur 1 ) parallelement d

Aty

Soit donc x P+ = zP) 4\, A2(P)
Calcul de A,:

P e T,y o< 2P, AP — b >=0
&< 2P AP — b+ NyAARP >=0

< PP+ \AAZ >=0
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— < PP > < 2P rP >

&S\, = = —
P < Atgp, Atzp > | AT 27 |)?
d’ou la méthode
@ g.eq yor:
- P — <Prt> AKX
- |ALz7]|
Proprietés:
2
p+1 (12 || <2PyrP> At.p  x
1) ||z z*|" = Hx Tt AP —w

2 <z2P,rP> t * <zP rP>2 t t
= ||1‘ T || 2 T thHQ < Atz , L x> 4+ i tzp||4 < Atz ,A z8 >

<zP P >2

2
= ||ajp—x*|| T At 222

Pt etr* € T1
2) { o= <Pt gt AP >= 0

etAl 2P 1 11,»

Remarque :

La propriété 1) montre que ||xP — x*|| est décroissante comme elle est minorée par 0 elle est
convergente. Il existe X > 0 tq ||a? — 2*|| =p—sjoo A

Théoréme :

; — D LD\ — rP_ 2P ; (P) — % .
si oy = cos(r?, 2P) =< e Ter > M€ tend pas vers 0 alors lim,_, o 2P = 2% de plus on a :

a2

P12 < lePl2 |1 — — X%
S I R

Preuve :
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< 2P P >2

- 2 2
[[er[|”. [[Az7||

o = e

Y R e | P (Vo

2 2 2 2" 2" 2
[lep || [ A%zPl[" 2P| [P ] [l A2P ][ [[er]]

2 2
o 1277 [I77]]

— AP e P

P = Ax? — b= A(2P — z¥) = A€”

<P >t |l )

lev|[*. [ Atzr|* P ALz A ]

P 1
T AT AP

2
e [ F——
ALz []" || A-H]
Posons
2
«Q
Bp: t 2p -1 2
| Atzp[]". ||A=]

e < Nl (1= )
< @ =B -5
<) (@ = o)1= )
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2 p

< HeOH exp(—>_ /i)

p
Bi >0, Bi =im00 0= > Bi —psio0 +00
i=0

= 1P| ~2posgoc 0

Donc pour avoir la convergence, il suffit que

< 2P P >2 . 0
ler||? .|| Atzp|? T

on prend
P=r=a,=1

Remarque :

Si A est symetrique

e <1 1~ ]

Donc plus le cond(A) est grand plus la méthode est lente.

Généralisation :

On a
VzeIR", v* =A% ell, = 2" e NI,

au lieu de considérer une seule direction z®) on va considérer k directions lineairement indépendantes.
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Soit

0 = 0, o?) )iz
€.l
Mo ={z € IR/ <v”, Az — b >=0}
on a
* e ﬂ?:IHU(P)
Cherchons
2P+ S I_Ileﬂvgp)
ML ) = Mo = { € IR /vPT(Az — b) = 0)

on a

Ao LTy = A'of? 1 0E T g = T

= ATV(p) 1 H,U(p)

On peut chercher 2Pt € T, tq P — 2P soit porté par ATV ®)

Soit donc
2P = 2P + ATV®) )\ qvee) € IR*

2Pt e My < VP (A2?t —b) =0
S VP (AP — b+ AATV®) \) =0
e VPP 4 VP AATYV P )\ =0

&A= —(VTAATY?) Ly @7y
d’ou la méthode :
gt = g? — ATV @ (VP A ATYP) LY )
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On pose
T
VP A = 2Pt =P — T (waw”) VP

Cas des Systemes Symétriques

Théoreme :

Si A est symétrique définie positive, le point x* = A~'b est centre de symétrie des éllipsoide
Qr, d’équation Jz'Ax — x'b =k

Preuve :

T = xo + tu rencontre Q) ssi %xtAx —2tb=k

& = (o + tu)' A(wg + tu) — (zo + tu)'b=Fk

Do =

& (2l Axg + toh Au + tu' Az + t2u' Au) — 2hb — tu'b = k

N

1 1 1
& §xf)Ax0 —zhb+ it(xf]Au +u'Axg) — tu'b + §t2utAu =k
Posons xy = z*

1 1
= t(i(x*tAu —u'b)) + itQUtAu =k — F(z")
1 2.t * * 1 ® ®
§tuAu:k—F(x) F(x):—§xAx <0

K_F(x*)@t:j: Qk—F(:L‘*)

? =2
ut Au ut Au

Donc on a deux racines réelles.
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Théoréme

Soit x € IR" q.c.q. Le résidur(x) = Ax—b est dirrigé suivant la normale a Uellipsoide passant
par x

Preuve :
On pose
1, t
F(x) zian:—xb
gradF(z) = Ax — b =r(x)

= r(x) est L Qy
Théoreme :
La solution du systéme Ax = b est le point pour lequel F () = %xtAa:—xtb atteint son minimum
Preuve :

Trouver x € IR" min F(x)
Az =b z€IR

1
F(a" +y) = 52" +y) A" +y)' = (2" +y)'
1 1 1 1
= gx*tAx* —x*b + §ytAx* + §x*tAy + §ytAy —y'b
* ]' t *
— F(') + 3y Ay > F(a)
F(z*) < F(x)Vx € IR"

Fx*+y)=F@x*) < y=0
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Donc F(z*) est le min de F(z) = 1a" Az — z'b

Construction d’une méthode générale:
Définition :

Soit u, v € IR™ u et v sont dits conjugués ssi < u, Av >=10

VuelR", ||ull, =<u,Au >3

Soit xP une approzimation de x* on construit ™Y de la forme aPt! = 2P + ApuP tel que

F (2P = min(F (27 + \u®) ), € IR)

1 ¢
F(zP) = 5)\;2)u” AuP + \uP'r? + F(2P) = g(),)

g est strictement convexe donc le minimum est atteint en

—<ul,r? >
! Y
AN) =0 N\, =
g1 p) b < uP, AupP >
d’ou la méthode
{ 20 q.c.q .
p+l p _ —<ul,r’>,p
x - z <uP,Aup>u

Théoreme :
Si A est S.D.P et si cos (uP,17) =100 0 alors la méthode converge.
Preuve :

De méme que le théoréme précédent, sauf il faut utiliser (u, Au) = ||ul|’,

47



Méthodes particulieres :

a) Méthode de la plus forte descente :
on ar(x) = Ax — b est dirrigé suivant la normale a Uellipsiode de centre de symetrie x on
prend donc r(x) comme direction c’est la direction de plus profonde décroissance de F(x).

d’ou la méthode

20 q.c.q
D2
Pl — o — _API”p

<rP,ArP>
c’est la méthode de plus profonde déscente

b) Méthode de gradient conjugué :

Par cette méthode, uP est construit a partir de uP~! de telle sorte que uP et uP** soit conjugués
c’est a dire < uP, AuPt >=0

Le choiz de uP = r? de la p.p.d est remplacé par u? = r? + SuP !

Le premier par défaut le méme que la p.p.d u® = r°

Calcul de f3,:

on a
< AuP uP7 >=0 o< ArP 4+ BpAuP! w7 >=0

<P, AuPt >
< uP~t Aup~! >

& By =

1) on a A\, est caractérisé par < uP, r?*!' >=10

T = 2P + NP = P =P 4\ AuP

<uf rP >

<rPTLgpP s=<pP P > —— 2 T
< uP, Aup >

< AuP,r? >

uP P Pt AyP

< uP, Aup >

=<rPrf > — =<rPrf > —<r? r’ >
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=0

2)

<uP,r? >=<rP P > 48, <uP P >

=<rPrf >
donc
_ap—1
g - _ <P, —TPA:I <> 72|
P < up—l, rpifl—l > < el pp=l > ||rpf1||2

d’ou la méthode

2% qeqgr®=Az"—b u® ="

I
)‘P o <uP,AuP>
Pt = 2P+ AP
Pt = APt 4
+1[]2
Wt = gl _ il

2
2|

Propriétés fondamentales et convergence :

La méthode de G.C permet de construire les suites P, u” en partant de x°, r°

locales :

avec les propriétés

<uP, AuPmt >=0, < rPt P >= 0, 2P minimise F(x) = 0" Az —2'b sur la droite {a? + \u?

A € IR}, il se trouve que ces suites ont les propriétés globales

<u', Aw >=0V0<j<i<N

<r', P >=0V0<j<i<N

2Pt minimise F(x) sur la variété {2° + S8 o \ul, \; € IR}
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Théoréme :

Pour tout vecteur ug € IRY, il existe un plus petit entier | telque u' = 0, les propriétés suivantes
sont vérifiées:

1) ot =2

2)<rt, rl>=0vV0<j<i<lI

8)<ri,w >=0V0<j<i<l

4)<ul, Au/ >=0V0<j<i<lI

5) F(2P™) = min{F (zo + 0o Niu’) © Ao, ..., Ny € IR}
Preuve :

* existence de Uentier naturel | découle de la propriété /)
Ful =0 &2l =2*

* pour démontrer les propriétés 2)-4) on procéde par récurrence

Soit
« <7l ori > = 0Vyi<i<k
x o<r'oul > = 0Vyi<i<k
Py = i g0 _ i g0
x <rtut> = <rirt>
x <u', Al > = 0V i<i<k

Supposons que ces propriétés sont vraies jusqu’a k. Montrons qu’elles restent vraies pour k+ 1.

< Tk+1

c ol >=<rF 4 N AR T >

=< 7" > 4N < AuF T >

<k, rk >

:0——<Auk Tj>
< uk, AukF > ’
ko A,k
< u”, Au® > P
= ———— <7 I >=0
< uk, Auk > ’

< rFH ol s=< ok ul) 4\ < AuF ud >=0
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<Pl >= (rF ud) + M\ < AuF o >=0
<rtul >=<riri+ But t>=< it >

k+1 j k krjﬂ_rj
< u A >=< 1"+ Byu T >
j

k

= —(<rf, Pt s — <Pl > B <P T > B < uF L )

1
Aj

(<) + MAW > — < 17 > 46, < uf 1T 4 NAW > = <uf 1l >)

1
Aj

1 , . .
= — (<l > 4N <rF AW > — <rFrj > 48 < uF AW >) =0

Bi
Pour le probleme de minimisation dans la variété de dimension k+1 on a :
k .
g(A) = F(zo+ > Au') = F(zg + Up))
i=0

ot uy, est la matrice de N lignes dont les k + 1 colonne sont u®,u', ...,u* d’ou

1
g(\) = F(xo) + Nubr® + §AtutkAuk)\

La solution \ minimisant g(\) est donc la solution du systéme a matrice S.D.P
ub Aug\ = —ulr®

La matrice étant digonale d’aprés la propriété /)
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donc

—<ut,r? >
i = — i=0,..k

< u', Au* >

et comme
. iil .
r=r"+ AD M)
i=0

on a

<ul, ' >=<ul,rt >
La solution du probléeme de minimisation est donc xq + Zfzo a;ut «; de la méthode G.C

Théoréme

Dans la méthode du G.C, la suite e, = x), — x* vérifie:

lexsll 4 = min{|lp(A)eoll, : p € TPgy4
ou IP,;+1 désigne ’ensemble de polynome p de degré k + 1 au plus tels que p(0) =1

Preuve :

3
€k+1 = Tht1 — X

k
=zo+ Y Nu' —z*

i=0
k .
= |lexs1]] 4 = min{|leg + D Nu'| : Aoy, Ay € IR}
=0 A
On montre par récurrence que u' vérifie
u' = P;(A).rg
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i—1 ‘
=+ AQC A) = u T =0+ AQD \) + B
=0 §=0

= utt =04 A(Z N Pi(A)r°) + Brp(A)r°

7=0

=0 (X AP (") + B P(A) 10
j=0

= i+1(A)7“0

donc _
Y, u'= Py(A)r°

Les polynomes P;, i = 0,..., k forment une base de IPy leurs indépendance résultant de celle
desu',i=0,..., k qui sont orthogonaux par :

k k k
Z%‘Pi :O:>ZaiPZ-(A)r0 @Zaiui =0 a; =0 Vi
i=0 i=0 i=0
on a
k _ k
min{||ey + Z)\iu’ , Ay -y An € TR} = min{|[ey + Z)\iPZ-(A)TU A0y ey Ay € TR}
i=0 A 1=0 A
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= min{[eg +]’57“OHA, pelip)}
= min{||eg +ﬁ(A)A60||A, ﬁ € [Pk}

= min{|[p(A)eo||,,p € IP},1}

PULSQUE
peIP., & plx)=1+zpx) peIP;

donc

lexlls = min{llp(A)eoll, . p € TPy}

Théoréme :

Dans la méthode de G.C, l’erreur au pas k vérifie la majoration:

cond 1 .
lexll 4 < 2( 1) leoll 4

Preuve :

Soit (v, ...,vn) la famille orthonormée de vecteurs propres de la matrice A.
Av; = \y; viv; = 0y

Cette famille est A-orthogonale < v;, Av; >= \jvlv; = \;0;; de plus ||U,||Zl =\

on écrit
N
= ZSZ'UZ'
i=1
Zszp Zsm
lleolly = 262 oIy = ZSQA
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et

Ip(Aeoll’y < (32 Aie)maxip®(A) = [leo|ly maxip® (Ai)

on a
lexs1ll4 = min{llp(A)eoll 1, p € TPyys}

= min{HZiSiP()\i)Ui

P E [Pkl—l—l}

< min{max; |p(\;)|, I Pi, 1} [leol] 4

maz|p(A;)| < max |p()‘)|/\e(A1,AN)
donc
lex+1ll 4 < min{]|p|| ,p € [Pk1+1}- leoll 4

le min est égal a

1
T30
et est atteint pour le polynome
AN + A1 — 2 AN+ A1
A) =1, T,
p() = T(MY IR g (T

ou Ty est le polynome de tchebychev de premier espéce de degré k.

on a en fin
T()\N—i—)\l o cond(A)+1)>1(\/cond(A)+
A=A Peond(A) —17 7 2 cond(A) —
d’ot
Jewonlly < 2052
Ck+1lla = €
i cond(A) + 1 4

95

l)k
1



Méthode du G.C préconditionnée (G.C.P)

lestimation ci-dessus donnant par la méthode du G.C., un nombre de pas proportionnel a
cond(A), une possibilité d’obtenir une convergence plus rapide pour la résolution du systéme

Ax = b est d’appliquer la méthode du G.C a une forme préconditionnée du systéme AT = b

avec cond(A) < cond(A)

Le passage se fait par un changement de varuiable, c’est-a-dire: T = Bz ou v = —B'T

ot B est une matrice réguliére. Par ce changement de variable, la fonctionnelle J(z) = Sat Ax—

2
xth devient

avec A= B YAB~ et b= B

7 =A""'b minimise J(z) dans IR™

on applique la méthode itérative & AT = b

construit (v7F)rern et on obtient x* par 2% = B7tz7% qui converge vers x4 = A71b
k k— A sont lides par :

les erreurs e, = xz* — zt et €L =T

lexlla = llexllz V=0

Pour la méthode du G.C appliquée & AT = b, on aura

X
=

+1

llewll 4 < 2( ¥ lleoll 4 etcond(A) < cond(A)

cond(A) — 1
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donc T converge plus rapidement que z*, il est plus commode d’introduire la matrice S.D.P C

définie par : C = BB qui est dite matrice de préconditionnement.

On a
C'A=B'B'A

=B 'B'AB'B'= B "AB'
C~'A est semblable ¢ A
on appelle parfois systéme précondotionné C Az = C~'b
Algorithme du G.C.P
Ualgorithme du G.C.P appliquée & AT = b s’écrit :

( L <Tpe>
Xk T <ap,Aug>
Tg41 = T°+ Qg
= 7 LAy,
B —  _ <Tk41Tk41
k <Tp,Tp>
| Ukt1 = Tre1 + Bk

Remarque :

Cette premiere version, bienque permettant de construire xy, n’est pas bien adapté a la résolution
du systeme Ax = b car elle necessite notamment le calcul et le stockage de la matrice A.
Ualgorithme du G.C.P consiste a travailler directement avec A, b, Ty, Tg...

Pour travailler avec A, b, xy, 1), U...

on a : u, = B7'u, = 2" = 2F + @uy

on a < ﬁk,Zﬂk >

7o = ATF — b= B 'AB~ 'z F — B~'p = B~ Iy*

d'ot <7 7 >=< B~r* Brk >=<r*k B7'B7rk >

=<7k e lrk >

_ —t _ -1 o)
g1 = B Upp1 = =7 rpq + Bauy,
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En notant g, = ¢ 'ri, on peut écrire Ualgorithme du G.C.P pour le systéme Ax = b comme
suit :

0 —1
ro=Ax" —b,go=c 1o, Up=—0Go
o — < Tk, gk >
=R T
<uk,Auk>
R = gk oy

The1 = o — acAuy,

-1
gk+1 = C Tk41

< Tg4159k41 >
B:v -
< Tk, Gk >

Uk41 = Th1 + Bk

Remarque :

la seule complication par rapport a [’algorithme du G.C est la construction de la suite g, =
Cry c’est-a-dire la résolution & chaque pas d’un systéme de matrice c: Cqy = 1},

pour conserver le meéme cout ue celui de G.C, le choix de la matrice de préconditionnement C'
est limité a des matrices du type : C = BB!, avec B triangulaire inferieure.

Résolution des systémes non symétriques

Introduction :

Pour résoudre le systéme lineaire Ax = b avec A non symétrique, des méthodes ont été devel-
oppées pour résoudre le systéme A'Ax = A'b.

ou A*A est S.D.P.

Ces méthodes sont limités par le fait que cond(A*A) > cond(A) malgré les techniques de
précondition.
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En remarquant des systemes symétriques, plusieurs travauz sont menés dans le sens de généraliser
cette méthode au cas des systémes non symétriques.

Soit V = [vq, ..., vg] une base de K

Wy = [wy, ..., wg| une base de Ly,

on a trouver v = 2° + 2 tq trouver z € ky tq
< Az — b, Yw € L, <Az =1 w>=0Vw € L;

avec 0 = b — Ax®
ze K, =z2€Vyy
<Ay =1 w>=0Vwe L, & WHAVy — %) =0
S wiAVey = Wir?
donc x = 2% + Vyy = 20 + Vi, (WEAV,) TTWhHr0
La méthode de Petrov-Galertin est bien définie si W!AV) est inversible
- 81 L, = K, c’est la méthode de Galerkin

- St L, = AK}, c’est la méthode least-squares

Théoreme :
Si Ly = AKy, T est une approzimation de la solution du systéme donnée par PG

ssi T minimise ||b — AX||,Vr € zp + K

Preuve :

Soitz=a"+2 z€ K}

|Az —b|)* = |Alz — %)+ 7] = b||> =< A(x =T +T) — b, A(x —T+7T) — b >
=<Ar—b0,AT—b>-2< AT —0,Alx —7) >+ < A(x - T),A(xr — T) >
onax—T€ K= Alx —T) € L donc < AT —b,A(x —T) >=0

1Az —b|)* = || Az — b|* + || Az — D)

= Vz € K, ||AT — b||> < || Az —b|)?

inversement

siT = 2% +2 € 2° 4+ K, minimise || Az — b||> Vo € K,

alors la forme quadratique Q(a) = ||ro — AZ + aAz||* est minimale pour oo = 0
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90 — 0o a=0Q(0) = |Iry — Az|]” = ||b — Az7|
Remarque :

- une condition d’optimalité n’est vérifiée pour la méthode de Galerkin L, = K,, que si A
est S.D.P cette condition est | AT — b|| -, = mingeg, ||[Az — || 41—

- plusieurs difficultés sont liées a cette méthode a savoir

1) si k est grand, la matrice WAV, est pleine et

2)WEAV;, est male conditionnée

8) la construction de la solution approchée x = z° + 2 necessite le stockage des

vecteurs v;, i = 1,2, ..., k pour détourner ces difficultés plusieurs méthodes ont été développées.
Ces méthodes se généralisent sous le nom "méthode de Petrov-Galerkin-krylav”

Algorithmes de Petrov-Galerkin-krylav

Soit b(.,.) une forme bilineaire sur IR et 6 une fonction croissante a valeurs entiéres définie
sur IN tq 0 < 0(i) <i+1 on définie une classe générale d’algorithmes.

Algorithme PGK(b,0)
1)Uy =19 =b— Axy
2) K =0,1,2,... jusqu’a convergence
gkl = 20 4 >k N

Tk—H — T‘O - Zk o )\zul

<rkl i >=0Vi<k
les coefficients \; sont tq : ou
<rFt At >=0Vi<k

T N S
ou
Bl = Aut + Sy B
les {B%} sont tq b(uFT1 u) =0 O(k) <i <k

Algorithme : TPGK(b, 0, ¢)

le méme algorithme que PGX sauf que 37, \u' est trouvée sous la forme 20k Aut ou
¢ vérifie les mémes hypothéses que 0
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Cas particuliers de P.G.K
a) Méthode du Residu conjugué Géneralisé G.C.R
C’est une méthode de forme PGK(b,0) avec 6(i) =0V i,

< Tipt, Api >= 0 w1 =101 + 2iyg Bi(i)uj b(u,v) =< Au, Av)

61



Chapter 3

calcul des valeurs propres et des
vecteurs d’une matrice

3.1 Introduction :

La recherche des valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice se rencontre dans
des problemes assez divers telsque : la recherche du rayon spectrale de la methode

de Jaccobi pour calculer le paramétre optimale de relation mais les complications qui se présentent
dans la détermination numérique des élements propres d’une matrice sont bien plus grandes
que pour la résolution des systemes linéaires.

1) Détermination du polynome caractéristique d’une matrice A :

Soit A une matrice réelle, de type (n,n) dont on cherche les valeurs propres.

Pour trouver les éléments propres de A, la méthode la plus naturelle consiste a déterminer
le polynome caractéristique, a chercher se zéros Ay, ..., \,; puis a résoudre les systemes
linéaires : Ax = Nz (i=1,...,n).

Ce schéma n’est pas trés satisfaisant pour les applications numériques en effet

la détermination du polynome caractéristique necessite un trés grand nombre

d’opérations, ce qui signifie une accumulation des erreurs d’arrandi, et une précision
faible sur les coéfficients du polynome.

Toutefois, comme la connaissance du polynome caractéristique peut étre utile en elle-méme,
indépendamment de la recherchedes valeurs propres, nous allons donner une des méthode numérique
de ce polynome.

62



Pi(n) = apz" + a1z ' + ... + a, 17 + ay, (ag #0)

En pratique, cette méthode ne sera utilisable que pour de petites valeurs de n, n < 10)

3.2 MéthodedeLeverrier:

Soient x1, ..., x, les valeurs propres, c’est a dire les zéros du polynome caractéristique Py.
Soit i =21+ ... +x,
Ty = 2isjTillj

T3 = Ei>j>kxixjxk

Tp =T1+ ... +Tp
on a les 1; sont liés aux coéfficients a; du polynome Py par les relations :
— i a5
T = (—]_) %
Considérons les sommes de Newton des x;
Sl =2 +..+tzx,

So=at+.. a2

Se =2+ .. +aF (kelIN)

les sommes Sy sont reliées aux coefficients a; par les formules dites de Newton :

a; = —Cl()Sl

a151 + 2&2 = —LLUSQ

alsg + ClgSl + 3&3 = —Cl()Sg
alSk,l + aQSk,g + kak = —aOSk
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a1Sp—1 + @p_1S1 +na, = —apS,
Connaissant les sommes Sy, il suffit de résoudre un systeme linéaire triangulaire pour

calculer les coefficients -
ap

les Sy sont facilement accessibles dés que l'on connait les puissances A¥ de la matrice A.
En effet : S1 =x1+ ... +x, est égale a la trace de A.

S1 = >G4

Sy n'est autre que la trace de A* : car si x + ... + x, sont les valeurs propres de

A, 2k + .+ 2F sont les valeurs propres de A*

Cette méthode donne exactement les coefficients du polynome caractéristique, mais
les nombres d’opérations necessaire est trés grand qui est de Uordre de n* multiple
M¢éthode de Leverrier améliorée :

Cette méthode donne les coéfficients du polynomes caractéristiques sans passer par

la résolution d’un systéme linéaire: mais il faut quand méme calculer (n — 1) produits
de matrice (n,n).

En effet A;,B; i =1,....,n est les n nombre p; définis par :

Ay = A py =trace(Ay), By = A —p [

Ay = B1A, P, = %tr(Az); By = Ay — poI

A, = B, 1A, p, = %tr(An), B, =A, —p,1
Proposition :

Les polyndmes caractéristiques de A est (a un facteur preés)

Py(A) = X" —pi A"t — = pai A —py

et B, =0

Preuve : Soit p,(\) le plolynéme caractéristique de A :
Pa(\) = det(A] — A) = X" — by A" — . — by X\ — by

par recurrence sur k nous alons montrer que by est égale a Py, pour tout k (1 < k <n)

pourk=1 : by =tr(A) =tr(4) =m
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supposons que p; =b; 1 <1 <k—1
montrons que p, = by,
Ap =By A= (Apoy —pp—il)A = A1 A —ppi A
= By A? — ppo1 A = A2 A? — A — 1 A
par recurrence on verifie que :
Ap = A y A — pp A — oy AP —pp A 0<h<k-1
d’ou pour h=%k — 1

Ap = A AR —p AR —ppAR2 A
= Ak — plAkil — . — pkflA

par définition de py

Py = ttr(Ag) = ztr[AF — pi AV — L — ppy A

= +[Sk — P1Sk—1... — kp—1 S
ou les S; sont les sommes de Newton des racines de Py

utilisent [’hypothese de récurrence : p; =b; 1<i:<k—1

on app = %[S’k —b1Sk1 — ... —br_1S1] = by, d’apres la nieme forme de Newton .
Donc pr, = by
Montrons que By =0
By = An — pal
= A" —p AV — p AL — ]
B, =pa(4)

on a B, =0 (Théoréme de Cayley-Hamilton)
Remarque :
par cette méthode on obtient indirectement l’inverse de A, lorsque A est inversible:
B,=0& A, =p,1
& B, A=p,l
Si A est réguliére : p, = det(A) #0 et A1 = Br=t

Pn

2) calcul de la valeur propre de A de module mazimum:
Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de A , on peut supposer que leurs modules sont.

rangés dans lordre décroissant : |[\i| > ... > |\,
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il s’agit de calculer \iet éventuellement les autres valeurs propres de module égale a
|A1], ainsi que les vecteurs propres associés.

on suppose que les \; sont simples.

ler cas : |A] > |\

Supposons qu’il existe dans IR"™ une base (x1,...,x,) de vecteurs propres de la
matrice A, associées respectivement ¢ (\y, ..., \,) pour tout vecteur y° € IR"
(y° #0), soient ay, ..., a, les coordonnées de y° dans la base

(1, ey zn) 2 Y = a1y + .o+ apzy

on construit la suite y®) par : y* = AyF—1 = AFy°

puisque Ty, ..., T, sont des vecteurs propres :

y®) = a Moy + .+ a Moy,

Sia; #0

y*) = q \F [z1 + 32 Ai:v + ...+ ‘;’f X%xn]

. An—1 &
on a: |3 < " <. < v < 1
Y w2 [ [ s a1
= 0N a )\kx2+"'+ a1 /\kxn -~ )\Ilc 1=2 | qy ||',’UZ||

k
= yF = a\flz1 +0(52)]

Soit (pj)j=1,.n la base canonique de IR", 3 j tq la j*™ composante de x1s0it non

nulle (puisque x)

k
(21);+0(33)

= A1W—> k — 400

PNan

= |
J

k4

donc si ay # 0, alors = )‘ — N Vjtg(x); #0

Remarques :

1) Siay =0 : le terme prépandérant de y* est alors ax\sx,, et le résultat de
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convergence est faux. Si aq, est petit, il se peut qu’il faille un grand nombre de’iteration
vant que le terme ag\sxy ne devienne négligeable devant a; Nz, dans ce cas, il

est préférable de recommencer litération avec un autre vecteur initial y°

(méme pour ag =0)

2) Si A n’admet pas de base de vecteurs propres, on utilise la base (x1, ...xy)

dans laquel A = J (matrice de Jordan) et on construit la suite y* = J*y(©)

ay
y(O) = .
Qn
b a
a1 1 Jk !
yk ::sz . — 2
“ .
" J;f ap

Ak :
91(}%) an

il est possible de tenir les mémes raisonnement que dans le cas ou il existe une base
de vecteur propres de A.

Deuziéme cas : |A\| = |Aa|

On suppose encore qu’il existe une base de vecteurs propres xi, ..., T,
correspondantrespective aux valeurs propres : Ay, ..., A,

ST A1 = —Xg 1 Aq réelle

Soit y© = ayz14. 1 a,Ty,

on pose yF) = Ayk=1) = Ak)y0

Yyt = al)\’fxl + ag)\SxQ + ...+ an)\’;xn

Yk = a Nz + ag)Fay + .+ a ) 2R,
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2k
= AFlarey + agz + 0(5 )

y2k+1 )\2k+1[a1x1 — Gy _|_9(( o )2k+1)]

Soit (€;)j=1-n la base canonique de IR"™

Vjtq (amzy + axxs); #0 on a :

y2k+2
"L — A2 quand k — +00

2k+1
st A1 = Ay on utilise le méme raisonnement et on aura —5— " — A quand k — 400

Si A =X 0 A\ est complexe; posons \; = re?, Ay = re"

0 # 0 [27]

on pose p = —r(AL + Ay) = —2rcosf

les valeurs propres \iet Ay seront déterminées par la connaissance de r et de cos donc
par celle de r et p.

Soit y° = a1z + ... + any

v = rklae* + ase *0y + 0(23)"]

(k—2) (k)  (k+1)

V) yj(_k—l) + ) — "y _ a1a2(x1)j(x2)jr2k+1(€—3i9+€3i9 _ 0 _e—iﬂ)

e

+ 9((/\3)2k+1)

r

y§~k_1) + y](k—l) B (y;;)2 _ alaz(xl)j(x2)jr2k(e—3i0 4+ B0 _ 2) + 9(%)%

or 3 4+ 7310 _ ¢l _ 0 = 2 cos (e + 70 — 2)
donc , si ajay # 0, V7§ tq (x1) # 0 et (x2) # 0 on aura

y(k 1)+ (k+1) —y +yk+1

lim = —
k— 400 (k 1)+ (k+1) (y;.“)2 p

De meéme :
y}-“r (y;c+2) _ a1a2(l,1)j(x2)jr2k+2(62i9_|_e—2z0 2+9(73)k+2)
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P T = (082 = a1aa() ()7 (0 + €0 — 24 0(2)42))

r

J
k— k
yj( RE yj( +1)*(yf)Q

:’["2

3.3 Algorithme L.R :

Dans ce paragraphe on cherche a construire une suite (Ay) de matrice semblable a A, donc qui
ont les méme valeurs propre de A, et qui donne a la limite (k — +o00) des informations sur
les valeurs propres de A. On note R; les matrices triangulaires superieures et L; les matrices
triangulaires inférieures qui ont la valeurl sur la diagonale.

Supposons que A est factorisable sous le forme A = L.U on pose :
Al=A=LR,

Ay = R|L, = LT'AL,

Si Ay est factorisable sous la forme LU, on pose :

Ay = LyRy

As = RyLy = Ly ' As Ly

Ap = Ly Ry, si Ay, est factorisable L.U
Apy1 = RiLy, = L' Ag Ly,
par récurrence on a :
Apn = (L Lty LT A(Ly . Ly Ly
Soit My = Ly...Ly , My est triangulaire inférieure avec la valeur 1 sur la diagonale
on a alors Apyy = M, "AMy = MyAg ., = AM,
Posons Sy, = Ry...Ry; Sk triangulaire supérieure
on a MpS, = Ly...LyRy...R;

= Ly..Ly 1ApRy 1...Ry

= AMp_1S—
d’ou MS, = A*
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3.4 Convergence de I’algorithme L.R :

Soit A une matrice n x n. On suppose que A admet n valeur propres distinctes en module :

|A1] > ... > |\u|. On suppose on outre que A est toutes les Ay sont factorisables sous la forme
L.U (condition pour que ’algorithme soit applicable).

A0

SoztDz(O \

), il X telle A= XDX ' = XDY avecY = X-!
alors on a : A¥ = XDFY

a) On suppose que X et'Y sont décomposable sous la forme L.L' avec L triangulaire inférieur
avec 1 sur la diagonale et u triangulaire supérieure.

X=LU, et X=1LyUy
Alors : A® = L,U,D*L,.U,
LmUm(DkLyD_k)DkUy
Soit dij = (DkLyDik)ij et lij = (Ly)z] on a :
0 st 1<y
dij = 1 st 1=
Lij(32)F si i > j

Aj

=0

k
or ‘

A
Aj

< 1 pourt > j donc limy_. ‘%
J

par conséquent DkLyD_k—>;H+OOI et on peut écrire DkLyD_k =1+ Eravec Er—j 1550
donc A¥ = L,U,(I + Ex)D*U,
= L,(U, + U, E,)D*U,
= L,(I +U,E,U"U,D*L,
La matrice I + Uy E U ' =y i ool = (I + U, E,U; ) = LUy de plus L, — I et Uy, — T
A* = L,L,U,U,D°L,
La décomposition de A*sous la forme L.U et unique lorsque L est triangulaire inférieure avec
1 sur la diagonale et U triangulaire supérieure par identification on obtient :
LxLy = M, et UyU,D*L, = Sy,
done My—sp 0oLy et App1 = My "AMy— oo L7 AL,
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on a d’autre part :

L,'AL, =L 'XDYL,

=L, 'L, UDU 'L 'L,

= U,DU; " triangulaire supérieure

donc Ag1—U,DU!
or UIDUljl est demblable a D et de la forme ( ())‘1 \ )

on a donc la conclusion suivante : (Ay) est convergente et la diagonale de Ay tend
vers (A1 — Ap)
b) Si'Y n’est pas factorisable sous la forme L.U il existe une matrice de permutation P,

telle que P,.Y = L,.U, et PyTLyPy triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale
AF = XDFY = XDkuTLyUy = XPZ;‘F(PkaPf)Ly.Uy
PkaPyT est diagonale

Si on pose P,DP] = Dy = ( 3“ )(\) >

on a PyD"P] = Df

A¥ sécrit alors : A¥ = XPI'(DEL,D;*)DEU,

et DEL,Dy* = P,D*PTL,PTD*PT = p,D*L,D~*PT

Soient Jij = (D¥L,D*),; et l~z’j = (L);;

on a alors :
0 1> 1
dij=1| 1 i=0

Li(30)F j<i

J

done D*L,D~*— T

On peut donc écrire DkzyD_k =1+ FE, avec B, — 0
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Ak = XPZ;‘F(I + Ey) DU,

On suppose que XPyT =L, U,

Alors A* = L,(U, + U,Ey)DEU,
=L,(I+U,EU U, DU,

La matrice I + UyE U, ' =g si0ol = [+ U, E U = Exﬁk

avecik—>l etﬁk—>l

donc AF = inkUkaDgUy = M;S;

Par identification M, = Lmik et S, = UkUmD’gUy

donc My—_100Lly

d’ou Apyy = My "AMy—sy oo LY AL,

d’autre part L;' AL, = U, DU, "

donc Agry — Uy DoUS! qui est la forme < 8\“ )(\) )

Proposition : Sous les synthéses suivantes :
i) | A1 > o> A
ii) Les matrices Ay, sont factorisables sous la forme L.U
iwi) X et Y = X! sont factorisable LU ou
ii)bis) X P]" est factorisable L.U (P, matrice de permutation associée aY)
alors :
L’algorithme L.R est constructible; les matrices Ay convergent vers une matrice
triangulaire supérieure et la diagonale de Ay tend vers :
(A1, ooy An) dans le cas iii)
(Niys -y Ai, )dans le cas iii) bis)
= perm(Ay, ..., A\n)

3.5 Algorithme QR :

Notation : on note (sup,+) U'ensemble des matrices carrées, triangulaires supérieures, dont

les élements diagonauz dont striclement positifs.

72



Dans ce paragraphe, on utilise la décomposition des matrices sous forme Q.U
avec Q) orthogonale et U € (sup, +) cette décomposition eziste est unique (voir méthode

de Hansholder) on construit la suite de matrice Ay de la facon suivante :

on pose
A =A=Q.R
Ay = RiQ1 = QTQ1R1Qy

= Q1TA1Q1
Ag est semblable a Aiet non singuliére
On suppose que l’on obtient Ay, non singuliere et semblable a A.
Alors on factorise Ay @ Q. Ry
et on pose Azi1 = Ripi1Qx
= Qf AkQw
= QIQL QT AQu
Posons My = Q}...Q7
Sk = Q1..-Qk
Avec ces notations
Ay = MFAM,
on a d’autre part :
M. Sy, = AMj415k 1
d’ou M,S, = A*
Convergence de l’algorithme QR
1) cas ou [Ai| > ... > |\,

A0

SoztD:<0 A,

) 3 X telle que A= XDX™! on pose Y = X!
a) On suppose que Y = L,U, ou L, est triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale,

U, trianngulaire supérieure.
A¥ = XDFY = XD*L,U, = X(D*L,D~*)D*U,
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0 st 1<
(D*L,D7%);; =< 1 st 1=]

lz‘m(i—;)k =0= DFL,D *—) I

= DkLnyk =1+ E; ou Ey—p 160
A¥ = X (I + E;)D*U,
X admet une décomosition QU ou U €ou U € (sup,+)

X =0QuRy
= AF = Q. R, (I + Ek)DkUy
= Q.(I + RyExR, R, D"U,
I+ RoEp R =il
I+ RoErR, = QrRy—psy ool et Qp — I
}A%k — 1
1:: = (Q.Qw)RxR,D'U, N { M, Qm@k
AR = MS, Sy = RkaDkUy

donc My—rp—100Qq
on a Apyy = MFAM, = A= 100QT AQ,
or QL AQ, = QL XDX™'Q,

= Q;Q.R.DR;'QQ,
A
_ -1 _ 1
=R,DR;" = <0 )\n>
Proposition :

Sous ’hypothese que toutes les valeurs propres sont distinctes en module et que Y
admet la factorisation LU alors A, converge vers Ry DR
b) cas ou'Y n’admet pas de factorisation LU il existe une matrice de permutation

P, telle que P,Y = L,U,, ou L, = PfLyPy est triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale.
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A = XD*y = XDFPTP,Y = XD*PTL,U,
= XPT'P,D*PTL,U,

= XP!P,D*L,PIU,

= X P! P,(D*L,D~%)PP,DFPI'U,

0 s i<
DIL,pk =1 s i=j
(Ly)is ()" i 0>

limk%m(i—;)k =0 et DL,D*—1T

donc on peut écrire Py(DkL_yD’k)PyT =1+ E} avec Ep—p_s 41050
A¥ = XPI(I + Ey)P,D*PIU,
on pose Dy = PkaPf

D1 = < )\il A > avec ()\i17""7)\in) = {)\1""’)\”}

— Ak = XPT(T + E,)DEU,
X P[] admet une factorisation QU avec ut(sup, +)
A* = QuR, (I + Ey,)DEU,
= Q.(I + R,ER;")R,DAU,
I+ R,ExR;' = Qkék_)kaJroo[ = @k—hHJroo[
Ek—hHJroo[
donc
AP = (QQORR.DEU, _ [ My = QuQ:
A" = M,.S, S, = RkRlegUy
d’ou Mk_>k—>+oon

= A:v_>k—>+ooQ£AQx
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or QfAQx = Qf(QmRmPy)il

s
_ -1 _ 11
o (%)

2) Cas ou quelques valeurs propres sont égales

M| > Aa] oo > [Ae] = [Aega] = o = A > 0 > A
a) on supposeq A, = ... =X,
etl' espaceproprede), estdedimensionp — r + 1

«) Supposons que y admet une factorisation LU :
Y=L,U,
A* = XDFY = XD*L,U, = XD*L,D=*D*U,

0 st 1< ]
(DEL,D7%); ¢ 1 si i=]

(Ly)ig(31)* si i>j

>

D*L,D~* =), oL = 1

On pose E, = DFL,D~* — [,
Er—k 1600
A¥ = X (L + E,)D*U, = XL~'(T + L~'E,) D*U,
XL se décompose comme XL = Q. R,
done AF = Q R, (I + fflEk)DkUy

= Q.(I + R.L™'E,R;"\R,D*U,

= (Q.Qr)RxR.D*U, avec Ry, € (sup, +)

Rk — I et Qk -1

76



d’autre part A¥ = M,S,,

done My, = QuQy et My—iy100Qu

d’ou Ak_>k—>+ooQ£AQx

or QT AQ, = QF (Qu R L ) D(Qu Ry L 1)Q,

= = . . . , A
= R, (L'DL)R;" est une matrice triangulaire supérieure de type < 01 )

B) Si'Y n’est pas factorisable sur la forme L.U il existe une permutation P, tq P, = L,U,

la démonstration est sensiblement la méme qu’avant.
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